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डपोद्धास 


यद्यपि यह भाव लिया गया है कि प्रत्येक विदार्थो के 
सर्वागीण चिकास के ॥छए शिक्षा पा माध्यम माठमापा 
द्ोबना चाहिए, फिर भी आजतक इस देशा में माएं भापाओों 
की सर्चथा उपेक्क छोतोी रही । इसलिए न तो उनमें 
आधुनिक वेशानिक्त विपयों पर अन्य लिखे गये और न 
पारिमाविक शाप्द दी ले शितके आधार पर पोई अन्य 
लिखे जाते। पसा अवस्था में कार्य ऊँ डुस्तर होते हुए भी, 
हिन्दी को उच्यशिक्षा फा माध्यम वनान के स्ठुत प्रयास 
में सहयोग देने की आन्तरिक अरणा कफ कारण, भेने 
हिन्दी में चीजगंणित ऑछिेखना स्द्रीकझीर क्रिया योर 
साध्यमिक्क परीक्षा छ लिए जितने भी उपलन्ध गनन्‍्ध ये 
डनका चयन फर ऐसी सामन्नी संकलित की यो सर्वश्राह्म 
हो सके। पुस्तक की रूपरेखा, डसशी सामझो और विपय 
की समुचित जाभिव्यक्ति पर पर्यातत समय व्यतीत करने के 
उपरान्त भैते इस पुध्तफ को लिखना प्रारंस किया। इसे 
खणल और लुपाव्य चनाने का भरसक्र प्रयसव्व किया गया 
दूं रिसाणएं सम्पूर्ण विचार वो व्यक्त बरदेबाली, संक्षिप्त 
जोर श्ीघ्रप्राह्म थनाई गई हे । विषय फो सरछ बनाने के छिप 
पत्यद्ध भष्याय में उदाहरण दिए सए दूँ। उच्च गणित में 
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श्रेद्धियों के अमिसार बीर भवसार का विषय मद्दत्यपूर्ण होता 
धू। इस का समावेश प्र-तुत पुस्तक के क्षेत्र के परे है किर 
भी इस का उल्लेस इस श्रक्वार किया गया है जिससे कि 
विधार्थियों को समझ में खरछता से आ सऊे | श्रेढ़ियों का 
भनन्‍्ती तक योग पिन दशाओं में फिया ऊ सकता दे यह 
गुणोसर श्रेढ़ी के बं।र हियद पघ्रमंय छ अध्याय म॑ उदाद्ृण्णा 
खद्दित समझाया गन्च दें । 

अपने पूज्य गुर तथा महाकोशल मात विचार्य के अद्भवी 
प्रध्यापक श्री नी. था. शास्पी छा भे छतथ हैँ। उन्होंने 
आपना बहुत समय छगाकर इस पुस्तक भे उचित संश्योघन 
करन का तथा बहुसूब्य छभाव देने फ्री कृपा की है । 

«.._ से पुस्तक में प्रयुकू समस्त पारिभाषिक शखे 
प्रशलर मापा शात्री, आच(वथ डॉ. रघुदीर ने प्रदान फिपएट 
दि । यदे उनर्की खतत सद्दायता और श्ोत्साइन का दि 
परंणाम दं कि बोजगाणेत का हिन्दों में अस्तुत करने 
या यह डुस्वर कार्य पूरा दध्वो सक्ा। में क्‍या, सारा देश 
हा ऑॉगलर-भारतीय-महाकाश के लिए उनका फऋणी है। 





साथ ही में थी विजयेन्द्र कुमार माथुर एम. 
सरस्वतो-विद्वार का भी अनुगृद्दीत है जिन्होंने भाषा को 
खुपोध तथा परिष्ठ्त पनाने में मरी विशेष सहायता की दे । 


श्री. दी. क. पराडप्र एम. एस घी का भी से अमुण्दीत 
छ जन्दान वाभिसत पराक्षाओं के प्रशमपर्नों से अनेक प्रदन 
एकन्र कर इस पुस्तक की प्रयनावलियों के निर्माण मे मुझे 
शेष सद्दाकतता प्रदान की है । 
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मराडी से इस पुस्तक का सुन्दर अजुबाद कुमारी 
अहिल्या दांत वी.ए.(आनसे) ने किया है। इस सत्ययास के 
लिए में उन्हें भो धन्यवाद देता हूं । 


अयोध्या बसाद भ्रीवास्‍्तव 
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अध्याय 


विपय-सूची 


पट 


इए07०एथ्ात, एडए 7. 00 (7 ॥, 70007 7-0 


उजरक्रतपपछणा, एड 07 पेबडाए एन्‍& 
उपोद्यात--श्री योध्याप्रसाद थीचा।स्तव 
चीजगाणित 


पद्सद्वतियों का वर्गीकरण , चछ और 

अचल राशियां, परिमिय पूर्णाऊ 

दीजीय थरित , समानघात थ्रित , संमितीय 

ध्रित, समीकार , पऐेकात्म्य तिर्यंग्‌ गुणन का 

नियम, प्रश्नावल्लि १. 

धातांक नियम 

कप की परिभाषा , घातांझ् नियम # घन 
ओर ऋण राशियों के घात, फ* था अर्थ, 

प्रजश्नावल्ति २. 

फरणी और सक्‍र राधियां 

मूल घी परिभाषा , सूलों का प्रह्सन, 

वरणी की परिभाषा, परिमेयकरण, 

काब्पानिक और सकर रादियां, अतुयद्ध 

संकर राधियां, मारपांक की परिभाषा, 

भ्श्चावक्ि ३ 
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१० रेरे 


श्छ ३५ 


अध्याय 
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समानन्‍्तर भेदी 


अढी की परिभाषा, समान्तर श्रेदढ्दी, 


प्रचय, सामान्‍य पद, अढी के स पदों का 
योग, समान्तर मध्यक , समान्तर शी 
क कुछ विशेष गुण, प्रश्षावल्ति ७. 
शुणोत्तर अढी 

गरुणोत्तर अर्ढदी! को परिभाषा , साधारण 
निष्पश्ि, सामान्य पद, स पदों का योग 
गुणोत्तर मध्यक , प्रश्मायलछि ५, समान्तर 
शुणोत्तर श्रेढ़ी और उसके ख॑ पदों 
का योग, अनन्त अ्रढी, अनन्त 
शुणोत्तर श्रेढ्ी का योग , योग के लिए 
आवद्यक प्रतिबंध, समास्तर गुणोच्तर 
श्रेढ़ी फा अनन्ती तक योग, आपवर्त 
दशामेक, आयते दृशमिक की ग्ुणोत्तर 
श्रेढ़ी पी सहायता से गा, भ्रइनायलि ६- 
इरात्मफ श्रेढ़ी 

परिभाषा, दृशात्मम क्रेदी जीर समान्तर 
श्लेढ्दी से सम्बन्ध, उरात्मकू मध्यक, दो 
घन राशियों के वोच के समान्तर, गुणोच्तर, 
ओर हरात्मक मध्यकों में सम्पन्ध, 
अश्नावक्ति ७, भाकृतिज्ध रूप्याएँ, प्रथम 
प्राकृतिक संख्याओं का योग, प्रथम स 
प्रःकृतिक संख्याओं के घरों का योग, 


्छ 


8०-५६ 


पुज-4४ 


अध्याय पृष्ठ 
प्रथम स॒ प्राकृतिक संख्याओं के घ्नों 
का योग, य-संकेतना, प्रश्नावलि ८. <०-१०६ 
७. पछ्विघात समीफार 
द्विधात समीकार का साधन, छिंघात 
समीकफार के सूल, [दिघात समीझार क दी 
से अधिक मूछ नहीं रहते, मूलों क 
चास्तथचिक, समान और संकर रहने के 
2५ प्रतिबंध, विधेयक, झूछों का योग, 
मूझों का शुणनफछ, भूछ दिए. जाने पर 
समीकार बनाना, एक के धनमूछ, एक 
के घनमूलों का योग शून्य के सम होता है, 
संकर 'वनमूरों में सम्बन्ध, प्रध्म।वक्ति ९, 
जिपद संहाते की अदा में परिवनेन, 
प्रिपद संहति के चिद्ठ में परिवर्तन, 
प्रदनावक्ति १०, १०७ सर 
८. समीकार 
पक अशात चाछ ससीकार, घात समीकार, 
ब्युत्कम समीरार, धदनांवली ११, दो 
अज्ात वाले युगपत समीकार, समानघात 
समीकार संमितीय समीफार, 
प्रदन(वालि १२, तीन अश्ात बाले 
समीकार, प्रदनायल्ति १३. १४२-१८४ 
७... क्रमचय और खंचय 
क्रमंचय और खेंचय की परिमाषाएँ, 


40 


अध्याय 


१० 


श्र 


खत असमरूप वस्तुओं मे से प्रत्येक बार 
न चस्तुर्ष लेने से बनने बाले ऋमचर्यों की 
और खंचयों फ्री संख्या, हत सेकेतना, 
|० का निर्चचन, संपूरक संचय, “चन 
की महत्तम भहाँ के लिए न फी अर्हा, 
सजातीय और विजातीय चस्तुओं की 
परिभाषा , सजातीयता का ध्यान रसकर 
ऋमचरयों की सरया निकालना , ऋमचय 
ओर सचय के कठिन प्रश्न, प्रश्चावल्ति १४. 


गणितीय अनुमान 

गणितीय अनुमान से प्रमेष सिद्ध कर्रने 
की णाति, प्रक्षायक्धि १५५ 

झ्विपद्‌ प्रमेय (घन पूर्जाक घात) 

स छिपदों का शुणवफ़लड, (यनकोर का 
विस्तार, (य+क)र्त खमान सर्वेधात के 
फिपदों का ११५+य) रस के रूप भें परियतेन, 
प्रश्नावक्ति १६, (य+फक्र)ए के विस्तार मे 
किसी भी पद को निकालना, द्विपद प्रभेय 
की सहायता से चिप्दर का चिम्तार, 
(१+घ)ते के «॑स्पार से मधदसम पद 
निरझालदा, (१+य)ए के विस्तार भें मह- 
सम शुणक सिकालन(, छिपद प्रमेय की 
डपपत्ति, युग्म पदों मे के सुणको का योग 


4] 


प्र्छठ 


१८५-२१७ 


२१८-२२३ 


अध्याय 


१२ 


श्र 


श्छ 


अयुस्म पदों में के सुणकों के योग फे सम 
द्ोता ऐ | छिपद गरुणफा से सम्बद्ध कुछ 
प्रइन, प्रद्नावलि १७. 
द्विपद प्रमेय (कोई भी घात) 
(१+योण का स की सब अर्द्याओ के छिए 
विस्तार, आवश्यक प्रतिदंध, अमिसारी 
ओर जअपसारी श्रेढियां, (१-य) पे 
विस्तार मे सामान्य पद, (१+य)०ं के 
विस्तार में संख्या की टष्टि से मदसम पर, 
डिपद प्रमेय दा प्रयोग, प्रदनावादि १८. 
छेदा 
परिभाषा, भ्रतिच्छेदा, छेद्ा प्रमेय, छेद्ठा ओ 
की उपयुक्तता, खाभावित्र छेद्ाए, घा 
राशि, छक्षण और दशामकांश, सामान्य 
पद्धति, अवछोकन से छक्षण का निदचय, 
दशामेझांश सरेव धन रखा पाता है, 
छेदा सारणी, छेदा सारणी दा उपयोग, 
प्रतिछेदा सारणी, दस आधार पर छेदा 
शांत छोने पर किसे भी आधार पर छेद्ा 
का एरिगणन, भाषांर, प्रश्चाधछि १९. 
घातांस और छेदा श्रेढियां 
कार फा विस्तार, था के लिये शेढों, 
सी (१+हुं)) +घापदेक (१+य) 
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पृष्ठ 


ररेध २५० 


२3६०-२९ ९ 


२०५२-३१९ 


अध्याय च्छठ 


का विस्तार, छेद्वाओं का परिगणन, घा 
राशि की असंमेयता, प्रदनावलि २०. ३१३-३३४ 
१५ निदयायक 

समानघात रेखीय समीकारों फे निरसन 
फल, निरसन फर्छों को निशचायक के 
रूप में व्यक्त करना, निश्चायक का ब्ण, 
संघटक, स्तम्भ, पक्तित, अभ् संघटक, 
अभ्म विकर्ण, निश्चायक का विस्तार, 
निश्चायकों के गुण, डउपनिश्चायक, 
खहगुणफ, दोनों में सम्बन्ध, प्रश्चावलि 
4, व 


रे३५-३५२ 
उत्तरमादछा र५३-३८० 
पारिभाषिक शब्द ३८१-३९३ 
केदा-सारणी ३९६-३९७ 
पतिछेदा- सारणी ३९८-३९९ 
झुद्धिपन् 


४०१-४०२ 


बीजगणित 


पहला अध्याय 


१.१ पद््सदर्तियों (७४७४४४४०४४) का चर्मीकरण 
(0 088४803000) उसके पदों की खंख्यातुसार किया 
जाता है। यदि उनमे पदों की खंख्या एक, दो, तीन, 
था भनेक हो तो उन्हें ऋमशः एकपद्‌ (70000779|), द्विपद्‌ 
(ए07०ए० गांधी), जिपद (६एं००फांधो) अथवा बहुपद (फ0ए- 
707ण ७) संहतियां कदते हैं । 

कय, कय+ख्, कय+खर+ग, -...---०---०न «न 

कथा +-खयते' +-गयर्त*+ ...... +पय +फ, क्रमशः 


पुकपद, द्धिपद, तिपद्‌ तथा चहुपद संहतियों के उदाहरण 
दे 

१.७. चछ तथा अचछ राशियां (एशापंक्ो० अप 
060ग्रशभय चुप ४०5)-- 


उदाहरण--क मूलधन का, भिन्न भिन्न अवधियों के लिए 
ख प्रतिशत, पतिवर्ष च्याज से, मिभ्रघन निकालो 


थदि ये से मिथ्रथन का अभिधान किया जाय तो य की 
अहाए (5४७०४) ये दोंगी-- 
खडफ 


यरूफ+ ५. भ्थम चर्ष के अन्त में 
१०० 


डरे 


रख 2 


ऊ द्वितीय चर्ष के अन्त मे 
१०० 


यतन्‍-कन॑- 





डे 
यन्‍त्के+ न्क्फ तृतीय चर्ष के अन्त में 


शा चोदद्यें बर्ष के अन्त में 
, डप्युंक्त उदाहरण से यह शात होता है कि य की 
गर्ाएंँ भिन्न मिश्न अवधियों के लिए भिक्ष भिन्न हें, फिन्‍त॒ 
क तथा ख की अर्दार्ए भादि से अन्त तक वही हूँ । अतएव या 
को चछ राष्मि तथा फ, ख फो अचल राशियां कद्दते हेँ। 


यनन्‍च्कनः 


१.२१ य एक चल राशि है, र॒ दूसरी। यदि य और 
र भें इस प्रकार का सम्बन्ध हो कि य की अद्द दी जाने पर र 
की अदा घात द्वो जाय तो र को य का थ्रित ([पर70॥०0) 
यद्दते &ै। 

जैसे र-ूनश्य+५ में यदि य फी अर्श शात हो वो 
र वी अर्दा निश्चित हो जाती है।साथ ही रननश्य।५ 
मय कोई भी अर्हा ले सकता है ॥ अतएव य को स्पतस्त 
(7009008670) तथा र को परतन्च (१69९०व१०७४४) चल 
राशि यहते हैं । 

संक्षेपार्थ य के स्रित फा भ्तिनिधान धि(य), श्री(य) 
आये) - « “आदि ले करते है । 


१.३ य या परिमेय (४४०४४) पूर्णाव' (77(९१7थ) 
चीजीय प्ित (४8०07870 [एग्रछ्ता0त)-- 


क,यर+क,यर्ते *+क, यर्ण२ -[-...... कछ-5य + कस 
इस रूप की पदसंद॒ति, जिलमें स घन पूर्णाक है, य के 
परिभेय पूर्णाक श्रित का उदाहरण है। पार्मिय पूर्णाक 
भ्ित की इस परिभाषा में केवछ य की ओर संकेत है। क., 
क, ....--ऋस्च इन अनेक गुणकों (50०४006७58) के अपारिमेय 
(77४४0709)) तथा मिन्नीय (7909079)) रहते हुए भी यह 
पद्संद्ति य का परिमिय पूर्णाक सश्ित है ।* 


१.४७ जिन बीजीय शरितों (#४०४०८७४० /ए07008078) में; 
चर राशि का उच्चतम घाद एक या दो हो, उन्हें कमशः य का 
एकघात तथा द्विघात श्रित कहते हैँ) कय-+ख, कय २ +- 
खय+ग, हूं ऋमश+ एकबात तथा 'द्विधात वीजीय धित फे 
उदाहरण हैं। जिन पदर्खहतियों में चछ राशि का उच्चतम घात 
तीन, चार तथा ख हो उन्हें ऋभशः जिघात, अतुर्घात,.....- 
तथा स-घात श्रित कहते हैं। अज्ुच्छेद १.१ में दी गई 
पद्संहति भें चल राशि का उच्चतम घात स होने के फारण घह 
य फा स-घात थ्रित है। एकघात तथा द्विधात शित कभी 
कभी क्रमशः रेखीय (४९७४) तंथा चर्मीय (पृण७४त७७४०) 
स्रित कहलाते है । 

इसी प्रकार य तथा र इन दो चल राधियों के एकघात 
तथा द्विघात श्वित के कय +- सर+ग, कय* +खयर+ गर* + 
घय+चर+ज उदाहरण हूं 


१,७५.. समानघात चित (0790807000५ [ए7०४0०0४)-- 
े हय 2 
यदि य और र के पर्रिसिय पूर्णोक थ्रित में, धत्यक पद का 


>3प0ए8४ॉंते6 पते एब5६00--एठा 





5" 


घात एक ही दो तो यह धित य, र का समानघात श्रित 
फद्दछाता है डदाहरणार्थ कय+खर, कय* +सर' +गयर, 
जिनमें क,ख,ग अचल राशियां हैं य तथा र फे फ्रमदाः एक तथा 
दो घात के समानघात धित हूँ । 


संमितीय श्रित (87000 6) [ण०8००)-यदि 
दो राशियों के व्यातिदरण से परिमेय पूर्णांक थ्रित मे 
परिवर्तन न हो तो पह उन चल राशियों का संमितीय 
थ्ित कद्दलाता है । 

यदि धित में दो से यधिक चल राशियां दवों तो उनके 
प्रत्येक युग्म द्वारा उपयुक्त प्रतिवन्‍ध का पालन फरने पर दी 
चह धित उन चल राशियों का संमितीय धित द्ोगा, अन्यथा 
नहीं । 
डदादरणार्थ 

फय*+खय*ए+गय*र' +खयर+? + कर 

क+स्त(य*+ र२*+छ*)+ग(यर+रत-+छूय) 
संमितीय धित हैं, पहला य और < का, दूसरा य, र और 
ल्का। 


१.६ समीकार (०९०४६०४०७४)-- किसी अव्यक्त फी 
दो पदसंदतियों के समीकरण से समीकार प्राप्त होता 
है। समीकार में चर तथा अच्दछ राशियां रहती हें। 
अब्यक्त (प्राग्मा०७ण) राशि का उच्चतम घात दी 
का घात होता है। 

अध्यक्त की जिस अदा से समीकार का समाधान दोता 
है उसे उक्त समीफार का मूल (70०0) कहते हैं । यदि भव्यक्त 


। 


की सब अर्हाओं से समीकार फा समाधान दोता हो तो समी- 
फार फो पेकात्स्य ((007009) फहते हैं । 





य य य 

उदाहरणार्थ हम 

दाहरणाथ या फेक चीः नाक 
कक ख ग 





+ य-क यि>ख  क्-ज्ना रे 


अव्यक्त य की सब अर्हाओं के लिए सत्य है। 

यदि अव्यक्त फी केवल विशेष अर्हाओं से दी समीकार 
का समाधान होता हो तो समीकार को प्रतिबन्‍्धी समीकार 
(००१रवा/07ध ९घुए४४०7) फहते हैं. । 

उदाहरणार्थ _ य*-पय+६८-० यह समीकार केबल 
यर--२ तथा ३ के लिये ही सत्य है। 

यदि प्रसंग से ऐकात्म्य की ओर अभ्युद्देश (7960४०700) 
न दो तो साधारणतया समीकार से प्रतिबन्धी समीकार का 
बोध होता है। 

यदि समीकार से ऐकात्म्य का योध कराना दो तो 
समता का चिह्॒"ः इस प्रकार लिखा जाता है। 


१७ तिर्यण्‌ गुणन का नियम (७ ० 6058 
ग्गणी॥9000007)--मान छो निम्न समीकारों का साधन 
करना दे। 

क,य+ख,र+शण, ८० (१) 

फेय+खररक+ग, ० ४ ध 8०» (२) 
प्रथम समीकार फो ख३ तथा द्वितीय समीकार को ख, से 
गुणन करने के पदचात्‌, द्वितीय समीकार फो प्रथम भे से 
घटानो । 


« य (कसर सक्कर) न सरग, -ख,ग३८० 
ख,ग,-सा,ग, 
अतः यर-क,स. -ख,क, ९ 4;7%२८९४४ २५३४७ (३) 
प्रथम समीयार में य पी इस अर्दा का आदि शा (४ए०980000॥07) 
करने से 
_ग, फ.-फ,ग. 
रतको खा, खक 5080 
(३) तथा (७) को निम्न प्रकार स एक साथ लिखा जा 
सकता हे । 
य रे र हिल श्‌ (५) 
खसभग.-स,ग, ग,क,-क,गर कं,स२-सं,क+ 
(५) में य, र॒ तथा १ के दस के रूप देखने से यद्द प्रतीत 
होता दे कि यदि (१) तथा (२) प्रकार के समीकारों का 
साधन करना हो तो य, र की अर्धाएं निश्न नियमाउुसार 
सरलता से भाप्त होती है। 
दोनों समीकारो में से य, र के ग्रुणकों को तथा अचल 
पदों यो, र के ग्रणक से आरम्भ कर इस प्रकार छिखो। 


बज ग्रर है] खड 
छ़िर ग ५ कः ८ 8 प 
रो द्वारा निर्दिष्ट रीति के अच्लसार ग्रणकों को यु मे 
वियंग्‌ रूप से शुणा करो। यदि शार मघोमुख हो तो धन 





ड 


'चिह् और यदि ऊर््येम्ुख हो तो ऋण चिह्न स्पो। 

इस श्रकार ये त्तीन पदसंदत्तियां स,गर-ग,ख++ 
सकक, -क,गर, क,स्म२--खक, प्राप्त होती हैं जो ऋकमश 
य, र तथा १ की अज्ञ॒पादी हैं। 
जता 
यू: र 4 
खेग,-ग,खर गशकें; “कंभगर फशख२-ख,क, 


प्रश्नावलि १ 


इन समीकारों का साथन करो-- 

(१) रेय-शर-१८७० 
पएय-रेर-- ३८८० 

(२) थय+र२-श७५८० 
छय+३ेर- ७१८२० 

(२) श्य-४रके७८० 
शय+देर--२१८०० 

(४) रेय+प्र-१०७० 
रेय-शनकेफसू० 


दूसरा अध्याय 


घातांक नियम 
(885 0६ 4म्रत069) 


२.१ यदि स धन पूर्णाक हो तो फर्े क के सम स खण्डा 

के ग़ुणनफल का प्रतिनिधान फरता है। 
अर्थात्‌ 

फरंे-क)>८क३८क>. स खण्डों तक 
फर्)ठ की इस परिभाषा में 'क' को आधार (8880) तथा स को 
आधार क फा घात कह्दते है। हर 

उपर्युक्त परिभाषा क आधार पर निम्न नियमों फा भरति- 
पादन किया गया है। इन्हे घातांक नियम फद्दते हैं। जब तरफ 


अन्यथा न कहा जाय घात स फी अर्हा सदैव घन पूर्णांक 
ली जायगी। 


३.२ घातांक नियम-- 

(१) के » करें-- कर्वेतर 

(२) कॉ-का्फोर यदि य>र 
क्क्ल्न्य यदि यदूर 

(३२) (को) >कोर 

(७) (फकख)प -कर >ख 


१० 


(५) (कक ] | करे 
खि/ .. खरय 
य तथा र की धन पूर्णाक अहाओँ के लिए घातांक 
नियमों की उपपत्ति (9700०) अगछे अनुच्छेद में दी गई है। 


२६४ (१) य तथा र के घन पूर्णाक होने पर 
को २ कर --कर्भर का उपपादन करना । 
अब का >क >> क>क>< य खण्डो तक (परिभाषा- 
चुसार) 
तथा कक > क > क २८ र खण्डो तक 
«. कर २ कर --(क >< क १८ क ८ --.य खण्डा तक) (कफ 
कक .- र खण्डो तक) 
सनक ८ क>क)2< (य+२) खण्डों तक 
स्ल्फॉररि (परिभाषानुसार 
उपप्रमेय (०070॥87ए)--इस फछरू का निदच्न विस्तार 
किया जा सकता दै। 
यदि छल भी घन पूर्णांक्त हो तो 
का ५ को २८ के -- कर ५८ कठे 
बकरे 
सामान्यतः 
कर 3< कर 5८ कल 3८ कप 3८ नाफरीरपेलनब ५०० 
जिसमें य, र, ऊ, च,. -- संघ घन पूर्णाक है । 
(५) यतथा र के घस पूर्णक होने पर 
कॉ--करें-कर्गर यदि य>र 
स्न्क्ट्च यदि य<र का 
छपपादन (97०४०) फरना। 


रु 


(आओ) मान छो य>र 
र॒ 
फो--क क्क्रे 
क>क>क>. ..य खण्डा तक 
कफ>क> र सण्डोतक 
(परिमापाइुसार 
नन्क कक» .. ...(य-र) खण्डा 
तक (अंश तथा हर के उमय- 
साधारण र सण्डा का लोप 
करने से) 
व्व्कॉार (परिभाषाठसार 
(था) मान छो य <र 





न्क्क्क़....रुू-यो खण्ड तक 
(अंश तथा दर के उमय-साधा- 
रण य खण्डों का छोप करने 
से) 


ल्क्ल्न्व (परिभापानुसार 


(३) य तथा र के घन पूर्णणफ होने पर 
कर) कर इसका उपपादन करना । 
(क)९-(का ८ को २८ का ...र सण्डों तक) 


>7(क ><क..-य सण्डों तक) (क>कः< ---य खण्डा 
तक) ?< 


श्र 


(कक ...य. खण्डों तक) * ...ऐसे र अभिवारों 
(07०॥०६७) तकर-क ८ क >< क्‌... (य>८र) खण्डों तक 


उपपद सर (परिभाषाहुसार 
-/ (क)२--(कर)य -- क्यर 
(४) यके घनपूर्णाक होने पर 
(कल कप 4८ खत इसका उपपादन करना । 
(कख)+ -- (क »< ख) (क )< ख)...य खण्डों तक ड 
+(क>(क>< ...य खण्डों तक) (ख 2 ख 3८ ...य 


खण्डों तक) 
ल्‍+ के >खर्य (परिभापाजुसार 
उपप्रमेय-- (कर्ग)१--क्य ८ ख >८गगई तथा 
सामान्यतः (क ३८ ख)८ग>८घ>८ ......... न्न्केः 


पका ८ खर् >८ गय८घय ८ ...... 
अतः अनेक राशियों के शुणनफल का ये घात ये घाती 
डैन राशियों के गुणनफल के सम होता है। 
(५) ये धन पूर्णाक दोते हुए 


5) जक्भम इंलका उपपादन 


्‌्ि] हल [ह) [हू] य खण्डों तक 


++कें०फ)८...य खण्डों तफ 

रख >८स>< ...य खण्डों तक 
न्टय (परिभापानुसार 
यह नियम इस प्रफार लिखा जा सकता दै--दो राशियों 
डी छब्घि का ये घात इन राधद्ययों ऋ यों घात की ल्ब्धि 


श्३ 


निम्न फल फा सत्यापन (एथ४॥0४४0०7) सरलता से 
किया जा सफता दे 

(सज सा >.... ] मे _करमय समर, 

गले... ल्तमलगड्र,...... 

२३.४ घन तथा ऋण राशियों फे घात--घन शशियों 
की संख्या फितनी ध्वी लो उनफा ग्रणनफलछ संदेव धन 
इदता है। यदि घन राशि का उच्नयन युग्म (०४४०) वा 
मयुग्म (०११) घात तक किया जाय तो उसकी भर्दा सदैव 
घन रहती है। किन्तु ऋण राशियों या गुणनफल खण्डों 
की युग्म अथवा अयुग्म संख्या फू अनुसार घन या क्रण रहता 
है, यद्द इन उदाहरणों से शात दोगा-- 

(-य)१७(>य) (-य) च्यः 

(-य)२०(>य)' (८य)वल्य(>य)च् लय 

(-य)*७(-य)१ (-य)* न्‍य* »य* न्‍्नय 
अथवा सामान्यतः 


(-9)घ+ [(-ब) ] आय) लयाय 


(-योभ्सक+-(-य)स(--य)---थ'त >यनन्‍्त ८ यो 
ल्‍ जे 
अतः उपर्युक आवेदन (8:७६७॥७॥0) सत्य है। 





२.५. घन पूर्णाकेतर घात-अनुच्छेद २.१ में दी गई 
कस की परिभाषा और तदसुसार उपपादित घातांक नियम 
सर, य तथा र फी फेचछ धन पूर्णांक अर्हाओों फे लिए ह्ठी 
सत्य हैं। स, थ और र फी ऋण तथा मिन्‍्नीय ((700#०ए») 

अर्हाओं के लिए इस परिभाषा का फोई अर्थ नहीं । 


श्छ 


जैसे ३९ में, ४ का सण्डों की संख्या की 
ओर अभ्युदेश है । अर्थाद्‌ ३ को ४ चार लेना चाहिए। 


८ प्‌ ० 
किन्तु इसी परिभाषाजुसार यदि यह कहा जाय कि ५४ मे 
५्को दर वार लिया गया है अथवा ७» में ७ को (-४) 
बार लिया गया है तो यह आवेदन निरथऊ होगा । 


अब य तथा र२ की सब अर्दाओं के लिए. ऊपर पाति- 
पादित घातांक नियमों की सत्यता भान कर अगले अनुच्छेदों 
में का का स की मभिन्नीय तथा ऋण अर्हाओं के लिए अर्थ 
दिया जायगा। 


२.६ २ के घन पूर्णाक होते हुए करेका अर्थ 
लिकालना १ 


३ 
फरे.८ करे+८ करो) र साण्डों तक 
क्रो रे रेगे र पदों तक 
$ 
न्न्ककरर (प्रथम नियमानुसार 
म्न्क 


किन्तु चाम पक्ष (कं इस प्रफार छिखा जा सकता 
हैं। अर्थात्‌ (करे -- के 

अतः फरे के रे घात का फल क है। 

थतः करे कके रो मूल का प्रतिनिधान करता है। 


श्ष 


२.६१ स दान्य ऐने पर करो का अर्थ निषालना | 
हितीय घातांक नियम-- 


हि मे कोर यथीर र की सत्र अर्दानों के लिए 
सत्य है। 


र 


यदि स्तय दो तो 
हा स्कॉय--क 
अथवा श्न्चक 
म्स्रै 


अतः क पी शत्य अर्दा फो छोड फर सय अहार्नोी कक 
लिए. क* # 


ए.६९ स की घन पूर्णांक थर्दा के लिए का की 
अथ निकालना । 
करे .८कार्स +5 कर्पस्स. (प्रथम नियमाइुसार 


म्ल्क 


२.६३ भरत्येक भिन्न दो पूर्णाकों झा भागफलछ झम् 
जा सकता दे, जिसमें दर फो सदेव धन पूर्णांक ले सफ हे! 


अथ थ के घन पूर्णाक दोने पर फप पा जिसमें मित्त थ 
घाहे घन हो अथवा कण, अर्थ निकालना दे । 


श्द 


भ्रथम नियम के अजुघार 


त त्त त ५ 
कये ५ को २ करते २ ...-०- थ खण्डा तक 
हक ते ये के थे +४-“ाय पर्दों तक 
3 कपम्थ 
5 के 


5. तथ 
है किन्तु चाम पक्ष (कर्)) इस धकार छिखा ज्ञा सकता 
। 


अतः [कप] - कत 
अर्थात्‌ (कर्व) का थरँे घात कर है। 
अतः कर्भ, कर्ष का थर्व मूल है 


त्‌ृ त्त 
... पुनः कथ को (कप) इस प्रकार छिस्ता जा सफता 
है क्योंकि तृतीय नियमाजुसार 


ते त्‌ 
(कंये) स्न्क्य 
पु तु 
इसका यह अर्थ है कि कप यद फये का तन घात है। 


९.७. कुछ उदादरण-- 
उदाहरण १--- सरर करो--- 


(म) ३६४ २८३६०. (आ) क्र (६) (३१) 
कै) ७७२) (७ (97 


श्ज 


(आ) के २३० सल्द्ेबा० ३११ 


(गे जि स्+रै४प४ रे 
(दर) (३९)५ सःझेपटर ब्य्झे१* 
(६) (३६% २)१७३५ .८२१--२४३ २३२०-७७७६ 
(<॥ ध् ४ ८ झा हि <श्‌ 
() (६१5६६ ४३६ 
व्वदाहरण २--धन घातांकों में व्यक्त करो--- 


हि है ४7४» २४» या? 
२, डे 9 
(आ) ६४९५३7१४ /(३१ (आ) छ्ज्फ्र्रूफ्य* 


(ओ 7१ २८३7४ ,८३३ ३४४४३ 


8 ५» र४ »या३ 
छा » रेप » य* 
शुध-३ 


(ञओ 


जधुस्न प्यबत७ 
रः रे 


४०%»य"० 
डदाहरण ३-- सरल करो-- 
बेल, “5 यप २८ छ.३- के 
जप रण ] डे ः ] 
योर ५ रे 


श्ट 


रेय २२१. 





डे य।४ल५-& 








कफ >कस: 
यश अर हे रे 
ब्ज्चे ऋयास्८र छा य कि 
य रु 5 राड 
है ५__र पु+3-२ 


झ् यधा-ईइआऋ लग 
० 
न्‍्न् ८ श्र 
हैडे यरेछर 
उदाहरण ४-- सरल करो-__ 
१्‌ 
4 १ 


६ 
नज-++-ैर...0. ६ 


+ 
तू 
१+कार +- क्य-्छ १+फो्ड. करनय रककर्षणय + कलर 


पद्सखंहति + | -क न -र>-छ- के 
के कक फल फ्क्ज्फ्क्य 
कक कफकज्पक्तय 
काल्+क्चयउन्र कंझाे 
का +कर+काल 
य+क्कारंयक्क्ल 





च्त्रै 
उदाहरण ५-- 


+ अल मि 
के +कॉखर +सतत को करे - खरे से गुणा फरो। 


श् 


को + कोश हि खो 
करे -सयरे 
कन॑ क्खे कि कु कस 
-फरैखर -क ख -ख 


कक ज्ख 
अतः अपेक्षित गुणनफल (क-ख) के सम है। 


प्रश्नावल्लि २ 
(१) धन थातांकों में व्यक्त करो-- 
(म) यश रा. (आ) ये. (६) दा 
(छे यपै८रा (ड) ये» या 
धार 


85 
याये <रे 





(ऊ) ञ डर 
यार > रठ 
» (३२) इनकी भर्हाएं निकालो-- ३ 
ह न डे 
(भ) दा (बा) 0 2 रे (६) पुरी 
6) (रण 
) (कह) 


० 


(३) 
(४) 
(५) 
(६) 


(७) 
(८) 





नच्स्काता शेड [ शभ्श्ूध्् २ 
सरल करो-- - 7 २(र२५७)"ऊ') भूय रुप्ल]र 
य* *२२८लछ?]९ 

हा 


ियी. अथपया न में कौनसा यड्टा है ! 
्ृ 
सरल करो _ हे 
३ 3) पु 
(भ) यरै +योे+१ को यर-१ से शुणा करो। 


(मा) यरकयो रर+ररे फो य+-रपर से ण्णा फरो। 


(६) (श्य+१+रश्य”') को (श्य-१+-श्य”) से 
गुणा करो। 
य२-र* का यर-र३) से भाजन फरो। 
थे पद्संहतियां सरल फरो-- 
तर ज््‌ 
वि 3 रे हा रू, हर 
(ख) िं+रप] [राय -य-त] 


(ग) [ये «र॥] « [ये राह) -- यरैरर 
(घ) यार] ८ धआ॥ यह» छपे 
७५ 


टक्ड 


(ड) (४7) 


यठें,.ठक्ड  यद, डक 
>् 


[कलकत्ता १९०० 
श्र 


तय तक्थ ई 
व) हल ऋविवज). पिछफतता १५०६ 


७) [कटाई «पशु - [व (ब०)] * 


[(यर) 7 (यर) ] क्छिफला १९६०३ 
मिल मम 
ञ 2, ड+ट>ट+ 'यय- रे +ट्ठनंठ 
जो [यु टटाट [डा » 
डे ः 
[दि अर [फ्लकचा १९०४, 


(५) यदि र्न्य+य ' द्वोतो पा 
(फी यश्कया'_ (पल) यरकयार (ग) यपकया 
इन्ददे र फ पदों मे व्यक्त करो॥ 


(१०) यदि क+सउ+ग5+-० हो तो सिद्ध फरो कि 
[क+स+ग] नर <फकरर>ग 


(११) यह दिखाओ कि समीकार यौ+र+छ न्त० परि- 
भेयकरण से [अर्थात्‌ मिन्नीय घातांक न रहे इसलिए 
* जितना बार आवश्यक दो उतनी चार पक्षान्तरण तथा 
बर्म करने से] 
[य१+र१ +छ - शरतढ - रलय - ध्यर] * 
+११२८ यरल्त (य+र+ल) 
में परिवर्तित होता है। 
(१२९) यदि कय €स्त, ग्यरें>ग तथा गर्ै >क तो सिद्ध क्रो 


नर 


कि यररू८"१ 
(१३) यदि को €ठ, करे नटठ तथा फ*र [ठ<टर्गील्तो 
सिद्ध करो कि यरक्त *१ 


(१७) यदि करे - किए वो म की बर्दा न के पदों में 
निकालो । 


* 


तीसरा अध्याय 


करणी और संकर राछियां 
(8पाऐेड गत 00णरफ्ञा ०5 वृषध्म्त 969) 


३.१ 3,/क रूप के पद को, जिसमें स धन पूर्णांक दे/ 
मूल (7४008) फ्हत हैं। मूल चिद्द (87०8 झंहण) 
& के नीचे की संस्या '“क' को णाघार (0380) तथा स 
मूछ का घातांक कहते हैं । 

द्वितीय, ठतीय, ..- .--आदि वर्ण (०:06:) फे मूल फ़रमशः 
पद्विघात, त्रिधात. . ...आदि मूल कहलाते हैं! 


३.९ मूलों का प्रहासन (ए7९0प०४४०म ० 790708 7-7 
मूलगत राशि फो उस राशि से, जिसका घात मिनक्त दे 
व्यक्त कर सकते हैं । 


उदाहरणार्थ 3«/क तथा को एक ही राशि का प्रति- 
निधान करते हैं। 


घातांक नियमों फी सद्दायता से निम्ल सम्बन्धों फी 
उपपत्ति सरलता से की जा सकती हू 


(0) (०को ++ 5/क्क सके 


4. 


कक 
(६) इव,/उडत - (करते) टेत .. कहे 


(0) एकबुक्ले न अशक 5 हे 


अर मक १ है. 
(७) </क ४ <४/सखत्र॒  5५/कर्ल करे ><खठ 


0) ही ><,छु - कई. 

ढ शख ख हि 
६ ख के घन पूर्णांक होने पर करत की अर्हा सदैच 
'निश्चिचत की जा सकतो है। किन्तु ख के भिन्नीय होने पर 
इसकी अर्हा कुछ दश्माओं मे पूरे रूप से निश्चियत नहीं की 
जा सकती उदाहरणार्थ ७, ९, २.२५, ६.२५ के वर्गेमूल 
फ्रमहाः २, रे, १.५, २.५ पर्मिय राशियां हैं। किन्तु यदि 
२, हे, ५ के चर्गसूछ और २७, ३१.... के घनसूछ निकालने 
का प्रयत्न किया जाय, तो ऐसी संण्याएं जो इनके बर्गसूछ 
दे घनमूछ का पूणे रूप से स्‍भ्तिमिधान करें भाप्त नहीं 

्त्ती। 


अतः यदि क किसी भी संख्या का पूर्ण सा घात न 
हो तो "*/क फो करणी तथा अपरिमेय राशि फहते हैं। 


... करणी का चर्ण (०06४ मूछ का अभिधान करनेबाली 
संख्या से निदियत किया जाता है। यथा १ ४२९, **२६,... 


स,/क क्रमशः पिचर्ण, चतुर्वर्ण......तथा सं चरण की 
करणियों क उदाहरण हैं। 
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३.३१ किन्‍्दीं भी दो फराणियों फा समवर्ण करणियों में 
परिवतेन दो सकता है। 


उदाहरणार्थ-- 
2,/क तथा 5#/स राशियां क्रमशः 
टठ,/क्वूट तथा 4 /द्वद से व्यक्त की जा 
सकती हैं। 
इस विघांस फरणियों की अर्छ मे निकाछते डुए भी 
कोन सी करणी चदी दे यह निश्चित किया जा सकता 
है। पुनः इसी फी सद्ाायता से दो करणियों का सुणनफल 
सथा रूब्चि भी निकाली था सकती है । 
उदाहरण १ -- कौमसी बढ़ी है ! १७ अथया /९१: 
बोनों राशियों का समवण फराणियों में परिवर्तन 
करने पर २ २४१७ 5 ६५०/१७३ 
हड १९ मेटभ 


४११ 


॥ 


30/३३३ 
ल्‍न. ४श३३१ 
अतः इससे ज्ञात होता है कि दूसरी वही दे 
उदाहरण २. “/७ को २५/५ से गुणा करो। 
श्द्‌ 


४७ 2 १५४५८ ३/७ा ४ ७४बुर 
+ ४/छज प्रदुश 


२ *५/८ए७ज५ 
उदाहरण ३-- 
3५/३२ का “३ से भाजन करो 
3ै4/४ -- *३ ८5 +4/४-- *४/ २७ 


ड्डः बैड / हे. 
न्‍न १४ 


होने ३.४ क के परिमेय राशि तथा /ख के अपरिमेय राशि 
दान पर, वास्तविक राशि का सामान्यतम रूप क+*/प 
लिया जायगा। 

५. फ+*स तथा क- /ख रूप की राशियां अनुरद 
चगे कराणियां (200)प89/9 पृष७त7960 8पःते5) कद्दलाती हैं. 
_. दो अजुदद्ध वर्ग कराणियों का योग तथा गुणनफ़ल परि- 
मेय होता दे । 

_. फ्पोंकि योग (क+४ख)+(क-४/ख) च्श्क 
पोरेमय है, तथा 

अणनफल ( क+/ख ) (क- ४/ख) 5 क* -र 
परिमिय है। 

गणित में यद रूढि थे कि फ+“/ख रूप फी राशि 
अन्तिम फल फ हर में नहीं रदनी चाहिए । हर को इन राशि- 
यों से मुक्त करने यी पिधा को दर का परिमेयकरण 


2 


(ए४ध०ए०श४डाएण8) कहते हैं। भव इन संस्याओं से सम्प्द 


र्ज 


निन्न प्रमेयों फा उपपादन किया जाता है। 


३५ प्रमेय १-- 

यदि क + /ख 5 य+ #/र जिसमें क तथा 
य परिमिय और “ख तेथा /र अपरिमेय हीं तो कचनय 
और सस ८ र 

यह दिया गया द्वे कि क+ ४खत्न्य + ४र 

“«» क-य+*/ख ८ “/र 

दोनों पक्षों का चर्ग करने से 

(क-य)१+ख +-२४/ख (फ-य) रूर 
अथग २०४ख (क-य)-र२-ख-(फर-य)* प्राप्त द्ोता दै। 
अब थाम पक्ष अपरिमेय तथा दक्षिण पक्ष परिमेय है। जब 
शक प्रत्येक पक्ष शुन्‍्य के सम नहीं होता यद असमव है। _ 

अतः *ख (फ-य)5००.. किन्तु *स€ ० (क्या 
&ख अपरिमिय है) 

४. क-यरू० 

अर्थात्‌ कन्‍्न्य 
और स्त+८र। इससे प्रमेय का स्थापन होता है । 
अमेय २-- 

यदि क, स, ग और घ परिमेय तथा करन#/सख तथी 
ग-+-*/घ इस दो चर्म करणियों का योग तथा ग़ुणन फल पर्रिः 
ओय दो तो /ख+*/घरर० तथा फ>-ग। अब इनका योग 

अर्थात्‌ (क+/एस)+(ग+ */घ) परिमेय दै। 

फ+श+(४/स्म+ छा) परिमिय है। 

क+ग+ (४खर ४) में अपस्मिय भाग शात्प दोने 


रद 


पर ही यह संभव होगा । 

के “/ख+ ब/घतन्‍ल्‍ूण० 

अथवा <“ख +-- »घ 

अुनः शुणनफल (क+ “ख) (ग+-+ <“घ) परिमेय 
3023 कंग +४/ख » <“घ--*/ख » ग+ <“घ ३८ क परिमेय 


अथवा कग -ख+ <“ख (ग-क) परिमेय है 
[घर -- ४“ख रखने पर 
४ख का गुणक धन्य के सम धोने पर ही यह संभव है। 
*. ग-कंचज-० 
कच्न्ग 
अतः यदि दो ब्ग करणियों का योग और शुणनफल परिमिय 
हो तो थे परस्पर अजु॒वद्ध होती हैँ । 
उदाहरण १ -. ३++/२ का परिमेयकारक खण्ड 
पनेफालो । 
३+ “२ की अद्भवद्ध चर्ग करणी ३- ४४२ है 
अतः अपेक्षित परिमियकारक खण्ड ३- ४२ है। 
उदाहरण २ -. १-३०/२ का परिमेयकारक खण्ड 
निकालछो । 
यदि (१-य) (१+य+यर)5:१-य* इस देकात्म्य में 
5०३ २/२ रखा जाय त्तो 
(१-१९/२) (१+*५/२+ ३५/४) -१-(१५/१)९ 
ब्ू१त रे 
१ 
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बाम पक्ष के दो सण्डों का गुणमफल परिमेय है। अतः 
3 ५/२५-३१ ६४४ यह १-३१ /२ का परिमेयकारक खण्ड 
हि 
५--०२५४३ को परिमिय हर के रुप में 
उदाहरण ३े-- 7२ ४“ दे | 
दाहरण ३: शय >॥ कोप हर के रूप 
परिषतेन कर के लिसो । 
हर की अर्थात्‌ ४+ ४३ की अज्जवद्ध बर्गफरणी 
४- ४३ है ॥ दत्त भिन्न के थंश तथा हर को ४- ४ से 
गुणा करने पर 
(५-२०८४३) (४- ४३)_२०-८६८३-५४४३६+६ 
(४+ ४३) (४- ४ १६-३ 
सरें६- १३४३ 
श्रे 
बम्घ२े- हे 





उदाहरण ४-- 
शे जरस २६ को परिमेय हर के रूप में व्यक्त करो। 
५ 
एे- उशक एइ३ 
छूट ज्पेर सर ० ४२) -- ५/३ ध 
रे २7२)+ एउ३ए४- इस स्शा[ह्ू- उथर ४0 
२-४२ - ४३ 


का परिमेयकरण 





_ (३६- /३२)९.३ 
की: 30465 सम 
३०४ २ 


(7: ४३२ - ४३)(९३+४ ४२) 
(३-४ ४२) (३+१४ ४२) 
(२- ४२-४३) (३+४ ४३) 





९ - हे२ 
_ (४२ + ४३ - २) (३+४ ४२ ) 
शक 


३.६ काव्पनिक तथा संकर राशियां (३एछ98ह8 780५ 
ब6 0807फ्ञौ४5 वरपथ्ाएं098)--- 

» अब काट्पमिक संख्याओं पर विचार किया जायगा। 
था +४ 5८ ० इस समीकार का साधन करो । 
य*- “४3 इस समीकार का समाधान य की ऐसी 

अर्दाओं से, जिनका वर्ग -४ है होता है। अभी तक विद्यार्थी 
केचल ऐसी संख्याओं स अभिज् हैँ जिनका घर्ग उनके घन 
अथवा ऋण रहते हुए भी धन रहता है। अतः यह संय्या 
जिसका थर्ग -४ है इन संख्याओं से मिन्न होनी चाहिए्ए! 
४“ उ जिसका वर्ग -४ है काल्पनिक संस्था कहलाती है। 
४>छ की 4४ «४... तथा २४-५१ इस श्कार 
लिख सकते हैं | सामान्यतः ४ --१ का शा से जामिधान किया 
जाता है। अतः ४ -७ को रश इस रूप में सी लिख सकते 
हूं। 
३.६१ दा के गणों छा अजहुसन्धान-- 
/्णेर्‌ २४८शू अर्थातुशनच्श 
(४-३) 5(४-१) (४ -ह 5 -६ अर्थात्‌ श* न “१ 
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(४>ह)१ 5 (४-७३ (/य३ 5४-#/८१ अभर्षाद 
झबागलन दा 
(४-३) 5 (४-२१ (/८:₹)* <! बर्थाद्‌ छा! 5१ 
ता कसी. "हर 2 कं: 
(“हज 5[ (४-0) -ण 
+१ स॒ की युग्म अथवा अयग्म अर्ईा- 
नुखा 


र्‌ 
अर्थात्‌ (दा) से >> +१ स की थुग्म अथवा अयुस्म मर्दा- 


॥ 


नुसार मु 
(४-३)/४४७ « (४-9) (/:३) 5 +झ्व सकी,पुस्म 
अथवा अयुग्म महानुसार है 


यदि दा किसी भी पूर्णांफ घात तक उन्नत हो तो उसका 
प्रहसन उपर्युक्त रीति से फिया जा सकता है। 


दे.६० अब य*-श्य+३८०० इस समीकार ऊफाो 
साधन फरो। 

य की अर्दाप जिनसे इस समीकार का समाधान द्वोता है 

रे डे २ ५. . 

उैकडर अथवा रऊश-पू हैं। यद्द स्पष्ट दे कि ये 
चास्तचिक तथा काब्पनिक संख्याओं के योग तथा अन्दर हैं। 
इस प्रकार स संघटित राशियां संकर राशियाँ कहलाती दे! 

सफर राशि (००गर्नोष्ट तुष्णय्नं।7)--यदि कफ तथा 
ख वास्तविक हों तो फ+दाख सकर राशि फददलाती है । 
इसमें के फो वास्तविक घटक (88 ए870 तथा ख 
काल्पनिक घटक (7798/9377 9०70) कदते है १ 
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सामान्यतः फिल्ली भी संख्या का अमभिधान फ+शख' 
से किया जाता है। इसमें ख को शून्य के सम लने से वास्त- 
विफ संण्या दया क को दुत्य के सम लेने से काल्पन्तिक संख्या 
भाष्त होती है । छदि फ#£०, खऊ<० तो यह संकर राशि का 
प्रतिनिधाल करती है । 


३.४३ अन्बद्ध सेकर राशियां-- फेवल फाब्पनिक 
भागों के घिप्रीन चिह्न वाढी राशियां अचुवद्ध संकर राशियाँ 
कहलाती हैं तथा प्रत्येक दुखरी की अनुवद्ध कदराती है ॥ 
३+श्द्ा तथा ३-रशः य+द्वर तथा य-शर सनुवद्ध 
सेकर राशियों के उदाहरण हैं । 


« 8.७ दो संकर राशियों का योग, अन्तर, शणनफल 
तथा भागफल खंकर होता है। 
मान छो क+शख्, ग+दाघ दी संकर राशियां हैं। 
इनका योग तथा अन्तर 


ड़ (फ+शखस्थ)+ (ग+दाघ) 
समकऊग)+डा (ख+घ) संकर है। 
इनका गुणनफल 
(क+दाख) (ग+शघ) + (कस >खथ) + दा [किघ +खग] 
खंकर है। 
इन का भागफरू 


क+दाख _ (क+दाख) (य-दाघ) 

गरजंशधथ (ग+शाघ) (ग-शाघ) 
[अध्य तथा हर को (ग -शाघ) से गुणा 
करने पर 


ड्र३ 


कि +दाखो (ग-दाघोौ 
गो न्द्राघिर 
<- कि+दाप) श-दाघों 
शश्+घरे 
उबू- किय + समय) +श (खग-काघ) 
गप+घा 
-- फेंग +खघ खग -फथध | 
मो्कघर न ऋ्ऊघर दै 





३,८  खाध्य ९-- 
यदि संकर राशि झतय के सम हो तो उसऊझा वास्तविक 
चटक दाःय छोता है तथा फाव्पनिफ घटफ भो शूःय होते 
॥ 
मान छो. फ+हाखन्‍रू०ण 
* फरू -धाख हि 
दोनों पक्षों का चर कारन से तथा द्रा५८८-१ रखने से 
छा ++-स्वर भाप्त होता है । 
सर्यात्‌ क* +खर २२० 
अब क तथ ख दोनों धास्तविक संय्याएं हूँ अतः का 
सथा ख* सरदेव घन रहेंगे। 
दो दास्तविफ सस्याओं के धर्ग का योग शुय के सम 
पोने के लिए उन सब्याओं को स्पतः (अछग भरूग) शस्य धोना 
चाहिए । 
अत्त+ क २० सथा शखरे० 
इसस साध्य का उपपादन हांता है। 


है. ॥ 


. साध्य २-- यादे दो संकर राशियां परस्पर समहों नो 
उनके वास्तविक घटक तथा काव्पनिद्ध घटक समर द्वात हैँ । 
यदि. क+इदाख *ग+शघ..५---००००००००००००००() 
तो यह उपपादन करना दे कि कतत्ग तथा ख न घ । 
(१) भे पक्षान्तरण करने से 
(फक-ग) + छा (ख-घ) ० 
(क-गण) + शा (ख-घ) यद सफर राशि शून्य के सम 
होने से क-+गता० तथा ख-घरर० 
सिश्य १ के मजुलाए 
« फन्ग तथा खच्घ 


१ खाध्य ३-- दो अनुपद सकर राशियों का योग 
तथा गुणनफल बास्तविक हांता हे। 
माव लो क+श्ाख संफर राशि दे। क-शाख इसफी 
अनुबद्ध होगी। 
इनका योग (कू+शसत)+(क-शख) 5 रक वास्तविक 
द्दै। 
इनका शुगनफल (कफ +शाख) (क-शख) 
न््फ्रे -दासखर 
नफ*+ खरे पास्तचिक है। 


३६.८४ भागंक (गाणवराए०) को परिधाषा--- सेकर 
राधि ८ घाम्तचिक और फा्पनिक घग फो के चगेझलठ के योग 
के वरग्गेमुल्ल की धन अहाँ. उस संकूर राशि का सार्पक 
कहलाता ले। अतः फ+दाख अथया छ-द्ाख का मापांय्य 
+ कर कखः दे । 


जे 


साध्य ७-- दो संकर राशियों फे गुणनफलछ फा मार्पके 
के मार्पाफों 
झनके मार्पाफों क गुणनफल फे सम छोता है। 
फ+दधाख तथा ग+द्ाघ दो संकर राशियां हैं. जिनके 
झआापांक फ्रमदाई *कर +खन तथा ४गरन्चो हद 
इतका शुणनफछ ₹ः (क+छाख्) (ग +दाघ) 
न (फग-खथध) + श (खग +कघ) 
गुगनफल फा मापांक 
५-3 हू त्कर्क्षवार 
८ “(क्र -खघ) + (खग्फध 
ल्‍ेः करोगे +ेखोघीन॑ क्र्मर +खत्चर तय कप्घ ने जग. कखोग 
के 2 
एक + खे) (गा + च्च) 
क्वब के घेे 
+ “कायल ४त्ा +कंघ, 
ऊ क+दासख तथा ग+शाघफे मार्पाकों फा 
शुणनफल 


॥॥ 


१9.९, गणित में यह रूढि है फि सफर राधि/ अग्तिम 
कल के धर में नहीं रदनी चाहिए। हर फो इन संख्याओों सरक 
करने की विधा फो हर फा परिमेियकरण (ए्रश०ाथ28 ०7) 
कहर हे ः ३+श्ेदा 
जदादरुण १-- दर को परिमेय करो कस 
हर फी अजुयद संकर राशि ५-रेश है। अतः अंश तथा 

हूर को इससे गुणा फरने पर 

दे+रद (५-चेश .. हैदनफन पा (१०-५%) 

दकश्श  ५-हेश ५९-डे शा 
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उदाहरण २-- (य+दार) का वर्गसूछ निस्सारण करो ! 
मान छो (य+दार) का वर्गमूल ग+दशाघ है 
5. 
अर्थात्‌ ग+शाघ- (य + शर)* 
दोनों पक्षों का बस फरन स 
ग९- घर + शशागघ < य+दार 


दोनों_ पक्षों के चास्तविक तथा काल्पनिक भागों के 
समीकरण से 





यच््गर लय, (१) 
हब, २२०६३२००३ ६०३३ ६३८८४ *»»००००-(२) 
समीकार (१) तथा (२) का साधन करने पर ग तथा घ 

की ये अर्हाएँ प्राप्त होता हैं। 


23. 
गा अयरे कसर कय | ४ 
्‌ है 


ये +रर - ड 
घर + ॥। कई रुप नय 
प्ज 
समीफार (१) तथा (२) का "पमाघान करने वाली ग तथा. 
थे की अर्डाएं लेन से अपेक्षित वर्ममूछ भाप्त दोता द्दै। 
च्छ 


प्रश्नावलि रे 


(१) ४९६०, ३४३२०, * ४१४७, ४४७६८, ४४६०८ 
इनका सरछतम रूप में प्रहसन करो । 
(२) (को ७+ ४३ (खो ३+ ४५ (ग) ४रे+ ४२ के 
परिमेयकारक खण्ड निफालो | 
(३) (क्रो २*/७+२ (ख) ४$+३े 
(ग) *४३+३३/३२ के परस्मियफारक खण्ड 
निकालो । 


३-१ १्‌ 





बा) न 2 
(ग) श१- शक जप 
इन के हरों फा परितेयकरण करो और जदां संमव दी 
सरणछ घरो। 
(५) सरल फ्रो-- 
४५+१ , ५-१ _२(४४५- ४०७ 
जपु-रर जबुूफऊ रा जदूु-२८०४१० 
[मद्रास 
(६) इन संगयाओं में से प्रत्यक्ष फी अजुयद संख्या लिखो 
(क) ३+रशुशा (सख्र) १+इशा (ग) ७+पछा जी 
बान्४ड-हर 
६७) (को (३+२छो का (५-दा) से शुणन करो. 
(ख) (७श्ा-३) फा (६-४श) से एणन करो) 


ह 





(८) दर को परिमिय रूप में परिवर्तन करके व्यक्त करो-- 


१ श्‌ १ 
(क) दबृपज्ञ लो उपब्य 0 इफणेडर 


(घ) रए रेश) (४- रेदा) 
(३६-४छश) (४+ हैछा) 
(९) के +शख क रूप मे व्यक्त करो-- 
हे+छशा १+र्दा 
(म) एल 0 इं-े्छा 
(६) (क्र+शा) ३- रहा) 
(६) (६+२श) (१+ ४रेश) 
(१०) य तथा २९ की अर्दा्एं, जिनसे इन समीकारों के 
समाधान द्वोता है निश्चित करो! 
(की य+शार_|]२-शेशा 
(ख) स्य-शरर5५१+ण८दा 
(य) (य+ददा) (१+शार)-5८- शा 
(घ) (य+२+देश)२५+इशर 
(११) (कफ -७+२४४ा (ख)५+१शश (ग)३-४४ फे 
घगेमूछ निकालछो । 
(९६) यदि (क+दाखत)7* “सम (क- दास) तो दिखाओो कि 








कर + सर न्द्व 
(१३) यदि यर॑ूकोज्या इ+दा ज्या इ तो दिखिाओो कि 
या *>कोज्या इ-श ज्या इ 


है 


चौथा अध्याय 


समानन्‍्तर अेढी 
( 8पण्ाटथों ए708768307 ) 


४.१ पूर्वासुपर (हए००/उञंए७) राशियां, जिन्हें किसी 
निष्चित नियमानस(ए लिखा जा सकता है, श्रेढ़ी (070०87९5” 
8709) में रहती है। 

अतः २, ५, ८, ११, जिसमें धत्यक्र पद पूर्व पद में रे 
का योग करने स प्राप्त द्ोता हे, श्रेढों हैं। और ५, २५, १२४, 
४६२५ भी, जिसमे भ्रत्यक पद पूर्य पद्‌ का ५ से गुणन 
पर भाप्त द्ोता दै, अदो दै । हु 

किन्तु २, ७, -१०, १५, २७ जिस में फोई भी पद पूर्ष 
पद से किसो निश्चितत नियम द्वारा प्राप्त नहीं किया जा 
सकता, अ्रढो नहीं दे । 


४.९ उस थेढी की राशियाँ, जिसका भधत्येक पद, पूर्व 
चद में निश्चित साशे का योग अथय वियोग फरने से प्रस्त 
द्वोता है समान्तर श्रेढ़ी में रहती हैं। यद्द निश्चित शांश 
मर अ्रढी का प्रचय (००घए०7४ तठ/०7०४००७) फद्दलाती 

। 


छ० 


(२, ४, ६, ८... ) तथा (५, २, - १, “४... ) 
ईन समान्तर श्रेढियों का पचय कमझः २ और -३ है। 


४.३ समान्तर श्रेढ़ी में प्रथम पद का क से, अन्तपद्‌ 
आज से, प्रचय का च से, पदलख्या का स से, और योग 
का यो से अभिधान किया जायगा। 


4.४ समान्वर भ्रेढियों से सम्पद कुछ मूलभूत सत्न--. 
(१) समान्तर श्रेढ़ी का कोई भी पद्‌ निकालना । 
वृत्त श्रेढ्ा का ध्रथम पद क है और प्रचय च है। 
प्रथम पद के और प्रचय च है। 
अत्तः द्वितीय पद क+च होगा। 
ततीय पद क+श्च होगा। 
चतुथ पद्‌ क+३च होगा। 


१९०५०० ००० ००००००००० ००० ००० ००० 





पेंद्रहवां पद क्+१४च होगा। ह 
यदि ते पद्‌ का पत से अभिधान*किया जाय तो तगं 
कब परत +क+(त-१) च होगा। 
यदि अन्तपद अ सर पढ़ हो तो 
अच्फऊ+(स-१)च . 
6 (रै) खपदों कायोग। 
चैपेक्षित योग का यो से अभिधान करने पर 
>क+(क+च)+(क+रच)+ ............ + (अ-रच) 
+(अ>््च कंथ २५० २६००००४००००००७०.००२०.०३ (१) 


घर 


इसी योग फो उत्फम (:2एश80 0तेश) में लिखते पर 
योन्य+(अ-च)+(श-हदेच)न ब्लड 
+(क+ रेच) +(ककच) न क-** «० ०" (२) 
(१) जीर (२) का योग करने से 
श्यो-(कक+ब)+(फ+अओ+--- स अमिवार्ों तक 
पप्रस्येक समीकार में स पद्‌ दोने क फारण 
श्योत्ख (क+आ) 


यो 5(क+अ) 





अथवा यो ८ छू शक +(स- शच] 
[अरफ+(स-१) थ रणने पर 
__ अतः पूर्व छिखित सुत्रों से यद स्पष्ट हे कि पदों की 
खंय्या शात छोने पर यदि (१) प्रथम पद्‌ जौर भ्रचय अथपा 
(२) प्रथम पद्‌ और अम्त पद शात हों तो श्रेढ़ी पा योग 
निकाला जा सफ्ता दै। 
उदाहरण १-- १०, ९१३ र३, १४३६- श्स श्ेढी पा ४ 
पदों तक योग निकालो । 
दत्त थ्रेढ़ो में प्रथम पद १० है, प्रचय न है छोर पर्दों फी 
संख्या १७ है। 
४ चोर हैँ [२४१०+(१४-९% न 
न ७ [२०+ हू] 
नर्जचरे 


४२ 


उदाहरण २-- क्िसो सम्रान्तर थ्रेढी का प्रथम एद १० है 
शर्ट पद ९५ है। धढो का प्रचय और २० पदों का योग 
जनिकालो | 
यदि दत्त थ्रेढ़ो का प्रचय च हो तो 
श्र पद्र १०+१७ च होगा 
९७-१०+१७ थे 
अथवा चर५ 


अतः २० पदों का योग 
दे श्र 2१० +(२० -१५)५] 
न्‍न्१्०ण[२०+९५] 
४. च्श३७० 
5७ “ २० पदों का अपेक्षित योग ११५० है और प्रचय 


उदाहरण ३--. यादे किसी समान्तर झ्ेंढी में तो पदृ 
' ८त-५ है तो उस के १८ पदों का योग निकालो । 
यहां फपत्त न ८त - ५ 
प, रत ८ - ५ > ३२ तर रखने पर 

न्‍न १६ -५ न ९११५ तर रखने पर 

ल्‍े शेछ -- ५०१९ तने रखने पर 
«« प्रचयय 5 प३-प, ११-३ ८ 
<< यों, द्व:ल न[8२४३+१७ ख््द 


5 ९ [६+(१३८)] 
| शरे७८ 


श्टरे 


४.५ समान्तर मध्यक्त (कंधिजगरल्ा० शा0णोे-यदि के 
तथा ख के बीच में म का निरेश (700४४07) करने पर 
क, म, ख समान्तर अ्रढ़ो में दों तो म को, क और खका 
समान्तर मध्यक कहते हैं। 

मे की अर्दा सरलता से निकाली जा सकती ह्दै 
फर्योकि फ, म, ख समान्तर श्रेढ़ी में दे । 

इसलिए ख-मन्‍्म-क 


_कर्नख 
अथवा मतः “बा 


अनेक समान्तर मध्यक्त (कथंगिशा०७#0 व60785)-5 
यदि कफ तथा ख राशियों के बीच में मे, मर मंत की 
निध्ेश करन पर क, म, म२० म>.._ मंछ ख समान्तर भ्रढी 
अहदोंतो म,, म२० मंस के तथा ख फे समान्तर मध्यक 
कहलायेंगे। 


४.६ क तथा ख के बीच में त समान्तर मध्यकों का 
लक 

जनिधेश फरना । 

मान लो म, मं७ मं3 -* मत अपेक्षित समान्तर 
भध्यक दूं । 

अतः परिभापाठुसार 

फ, म,, म२५०० मत, ख ये (त+२) पद समान्‍्तर शेंढी 
झ हैं। इस बेदी का अन्त पद ख तथा प्रथम पद क दे । यदि 
अचय च द्ोतो ख | क+ (त्त+१) च 


ख-क 
अथंया च त्त+₹ 


६ ६॥ 


अत मं, +दूसरा पदू « 
ल्‍क+ जे -ऋ 


(>> हब न्द 3०2० 


क्ता+१ 
भ३  तीखरा पद 
जे (ख-क) 
स्क+र२ ज्ञयश 
भत (च+श॥वा पद 
ज्क+तरखि-क) 
क+ दपर 
अतः म,, म. - मत की भर्हादे क्रमशः 


ख-क ख-क 
फ-+- ज्य३ फ+रे है 





कन+त हि कह ह्दै 


पदाहरण-- ५३ तथा १९ के 


बीच में ८ समान्तर मध्यक 
निधेश करो 
मान छो अपेक्षित मध्यक म,. म३.... म. हैं। 
_ इसलिए ५३, भ,, मम 


» ९९ समान्तर श्लेढी भें 


इसमें ५३ प्रथम पद, और १९, १०वा दद्‌ है। 
यदि प्रचय च हो तो 
२९०५३ + ० थे 


न च्चचः प्जु 


होने चाहिए । 


४५ 


<. ७, ८२ ९० रैरैरेक “७३ आदि मंपक्षित मध्यक 


जी | 


४.७. यदि किसी समान्‍्तर ख्लेढ्दी का प्रथम पद, भंचय 
और योग दिया दो तो पदों की संख्या निषालना ॥ 

दत्त समान्तर अं में यो, क, और थे की अदा दी 
हुई ४ै। 2 

अतः स की अहयँ का निम्धय करने के लिए अनुच्छद 
४५४ में दिए गए सम्बन्ध भें यो, क, च की अं का भादश 
फरने पर 

योर हैं [रक+(स- २) च) 


श्योत्र्सक+(स*-स) च 
चस' + (श्क-च)ो स-व्ेयोच० 

यह से का द्विघात समीणर है। अतः सामान्यतः से घी 
दो अर्हाएं प्राप्त होँगी। क्योंकि स पर्दों वा सथ्या पा 
आमभिेधघान करता दे इसलिए आवश्यक रूप सेस रे 
पूर्णक थर्दा छेनी चाहिए | मिप्तीय तथा ऋण मर्द 
निरथेक छहोगी । 
उदाहरण १-- यदि ५१, ४८, ४५ इस समान्तर थेढी का 

योग रे९६ हो तो पदों फी अपेक्षित संख्या लनिकालछो । 

मान छो पदों की संख्या स है। 

च्रथय ४८-५१ “रे 


अतः रे९द * ध्स ६२५९ + (ख-८0 (० ३)] 


दे 


हम [१०२-शेसकरे] 


&, बेस -१०५स-+-छ९२ ० 
अथबा ख* -३५स + रेदे४ ८० 
“« सतरे३ अथवा २४ 
दल योग के लिए शअेढो के ११५ अथवा २४ पद 
लने चा॥द्वए । 
उदाहरण २--- १, ४, ७......इस श्रेढ़ी फे कितने पद लेने 
से योग २८७ होगा ? 
इस श्रेढ़ी से कत१, चर दे और यो २८७ है! यादि 
पदों की अधेभित संख्या स हो तो अजुच्छेद ७.७ में दिए गए 
सस्बन्ध में इस अहाझ्ों का आदश करने पर 


२४७ च्प्ू (२ + (स-१)३] 


७७५४० रेस+ रेस - रेस 
४ इस्चर-खस-५७३०० 
“« संरे४े अथवा +- हि 


8१ 


सकी - हू: ऋण तथा मिन्नीय अर्हा त्याज्य है। 


अतः पदों फी अपेक्षित संख्या १७ टे। न्‍् 
४.८ समान्तर अरढी के कुछ विशेष गुण-- - 


(१) यदि समान्तर झेढा के घत्यक पद भे एक दी 
राशि का योग अथपया पेयोग किया जाय तो नई घेंदी 


हि 


समान्तर थेढी होगी जीर उसफा प्रचय पाईली भढा + 
प्रचय के सम होगा । हे 

मान छो दत्त समान्तर श्री क. क+च, फ+ रैच-* ५ ॥ 
इस के भत्येक पद्‌ में ख का योग करन पर कफ +ख, के +॑च पंस। 
क+रेच+ख “नई अर्दी दोगो। स्पएतः यह समास्तर 
ओढी है जिसका प्रचय 

(फ+२च+ख) -(क+च +ख) 

न+(क+च+ख) - (क+ख) 

च््च 

अतः उपयुक्त कथन सत्य दै। ही ने 

(२) यदि किसी भी समान्‍्तर श्रेढ़ी फे प्रत्येक पद ्ः 
एक ही सचल से गुणा किया जाय तो इससे प्राप्त नए पद 
समान्तर भ्दी में रदत हैं. थऔर प्राप्त श्रेढ्ठी या प्रचय, दर्त 
अचल तथा दत्त समान्तर श्रेद्दी क प्रचय फा गुणरुफ्ल 
होता दै । 

मान लो कफ, क+च,क+रुच,'”“दुस थेढी है। 
प्रत्येक पद को ख से गुणा चरन पर कफ ख, (फर्तच) ०) 
(क+-२च) ख....--भनण पद प्राप्त होते हैं । 

थे पद स्प्टतः समान्तर थढा में हैँ । इस झेढी पी 
प्रचय (कफ+२च)ख-(क+च)खन्‍-(क+च)फ-फ्ख 

ब्ल्च्चस्स 

क्षतः उपयुक्त कथन सत्य है। 

४.५. उदाहरण १-- क़िसदी रूमाम्तर थ्ेंद्ी के 
अलगामी पदों का शणनफछ १०५ है थै.रयोग १५ है। पर्दों पी 
अर्हाएं निकालो । 


डद 


मान को क->च, के, क+च ये तीन पद समास्तर 
श्रेढ़ी मे हैं। 
इनका गुणन-फल १०५ है 
»- के (कर -चर*) ल्‍८ १०५... ... -*०००००-(१) 
इनका योस २५ है 
४“ कचनन-कतक+क+चरर५ 
>. रैक + १५ 
अथवा क ५... ... -.« ०२०००५०० ००००० "०० *«() 
(१) में क*५ रखने पर 
७५(२४५-च*) २२१०५ 
२५ -सर + २१ 
चोतत्छ 
चर 
अतः च * २ लेने से ३, ५, ७य पद मिलते है सौर 
चर -२ लेने स ७, ५, ३ ये पद मिट्से हैं 
«. अपेक्षित तीव पद्‌ ३, ५, ७ हैँ । 
उदाहरण २-- यदि फ, ख, ग समाप्तर थी में दे तो 
दिषामो फि 
हैं 5 4 
0) ह्ूम, गे, फल 
(२) सव+ग, गत कफ, फ-+सत भी समान्तर थेढी में है! 
(१५) यदि फ, ल, ग समान्तर भदी ने हो तो 


२० करने 
>.- रहे गंणां फरने पर 
फराग ४ है 


फफ र्वं ८ ८ 
कुंखग! फलखग! फेज भी सम्ाग्तर थ्रेढी में होंगे 


न शो, सो, कप समान्तर थ्रेढ़ी में हैँ । 
(२) मान छो ख+-ग, ग+क, फ+ख समाग्तर श्रेढ़ी में हैं। 
““(क+ख) -(ग+क) 5 (ग+क) - (ख+फ) 
अर्थात्‌ ख-ग लफक-ख 
अथयगाग>-ख न्‍न्ख-क 
... किन्तु यद के, ख, ग के समाग्तर,अढी में रहने फे लिए 
प्रतिबंध है। 
यह दिया गया हे कि फ, ख, ग समाम्तर झेदी में दे 
अतः यह मानत! कि ख +ग, ग+फ, फ+ख सप्ाम्तर थेंढी 


में है, सत्य है । 


प्रश्नावलि ४ 


(१) निम्ध थ्रेढियों में खरे दद निकाछो-- 
(अ) ९, ८3, ७३, *+**** 
(आ) %, %, १६, --:««* 
(३) ४, १३, २२, ...-- 


झ<-े 
(३) काका 


त्जक्क 








(्श) 


(३) 


(४) 


विज्न श्रेढियों का योग निकालो-- 

(अ) ३, ७३, ११३, ...... २० पदों तक 

(आ) ७५, ७२, ६९, ...... १६ पदों तक 

(इ) के हि है 35%: ३० पदों तक 

($) ४, न हर */+-०----- ३० पदों तक 

(ड) २-३५, ३-७, ५-०५,...... २१ पदों तक 

(ऊ) कैप मु उप ++++४५ पदों तक 

(ए) (३२क-५ख), (४क-७ ख), (५क -९ख),...... 


*«ख पदों तक 


* (ऐ) १, ३, ५, ७,...... स पदों तक 


(अ) १३ और ६३४ के बीच मे ११ अध्यक निवेश करो । 
(आ) २ और ५७ के बीच भें १० मध्यक जियेश करो। 
(३) १ और ४१ के यीच में ७ मध्यक निवेश करो। 
(६) सर ओर १ के बीच में स भध्यक निवेश करो। 
(ड) क और ख के बीच में (२स+-१) सध्यक निवेश 
करो और मध्य पद (ए४60॥6 ४०८०) की अर 
निकालो। 
किसी समान्तर थेढी में रहने वाले श्रत्वेक दो 
अनुगामी पदों के चीच समान्तर मध्यकों की एक ही 
संस्या का निवेश किया जाय तो दिखाओ कि सद 
पद समान्‍्तर थरेढ़ी में रहेंगे। 


प्र 


(षो 
(ब्वे 


(७) 


(4) 


(९) 


(१०) 


(११) 
ये 
श्) 


फिसी समान्तर श्रेढ्दी का १०पां पद १६ है और २० 
पद १७ है तो उसझे १५ पदों का योग निक्ालो। 
किसी समान्तर श्रेढ़ी का १०7 पद २८ है दौर २५३ 
पद ०५ हे । इस शेढी का ७०४ पद भर ५० पदों तक 
योग निकाछो ! 


यादि किसी समान्तर धेढी का सर्ती पद द (१०-७स) 

है तो सिद्ध करो कि इसके से पदों का योग 

स 

१६(१३-७स) है। 

किसी समान्तर श्रेढ़ी के तीन अद्ुगामी पदों का योग 

५१ दे और पदले तथा तीसरे का गुणनफलछ २७३ है। 

पदों फी अर्दाएं निकाछो । 

फिसी समान्तर श्रेढ़ी भ॑ रहने वाली ५ संख्याओं का 

योग २५ दे और प्रथम तथा अन्त के पदों का झणन- 

फरू १८ दे तो सख्याओं की अर्दाएं निकालो। 
निःम्मेपुर १४२७ 

किसी खमास्तर श्रेढ़ी मे & पद हैं। लि करो कि 

प्रथम भौर अन्त के पदों का योग तीसरे और चोथे 

पदों के योग के सम दै। 

किसी समान्तर झ्ेढ्दी का सती पद नस - दर द्दै तो 

डसके १२ पदों का योग निफाछो। 
फिसी समान्तर श्रेढ़ी का तन पद इत+७) द्दै तो 


जद 


्ग्‌१्३) 
(१४) 


(१५) 
(१६) 


(१७) 


(१८) 


१९) 


डख के १६ पदों का योग निकाझो। 

७, ७, ९,-.- इस श्रेढ्दी के कितने पद लेने से योग ४८० 
होगा ? 

इसे आरंभ कर कितनी पूर्वाचुपए अयुग्म खंग्यापे: 
लेनेस उनका योग २८८ होयः ? 


यदि ५, <, ११,.....-इस समान्तर भ्रढी के ख पदों का 
योग १०२५ हो तो पदों की अपेक्षित संख्या मिकालो। 
किसी समान्तर श्रेढ़ी का श्रथम पद ७२ तथा श्रचय 
५ है। इस श्रेढ़ी का योग १४६३ होने के लिए फितने 
पद छेने चाहिएँ? 

किसी समान्तर श्रेढटी का प्रथम पद्‌ ४ दै और अन्तपद्‌ 
१०९ दे । यदि उस के स पदों का योग २०३७४ दो तो 
स्तर की अर्ा निकाछो १ 

एक व्यक्ति अपने मित्र फो १००० रू० उधार देता है । 

परस्पर यह उदराप होता है कि वद ध्याज न छेगा 
और घन उत्तरोत्तर २ रु० से न्‍्यून द्ोने वाले मासिक 
प्रभागों में झीटा छेगा। यदि पहला प्रभाग ६७ र० हो 

तो उधार दिया हुआ घन कितने मा्सतों भें चुकाया 
जा सकेगा ? 

एक सीधी सडक पर १०० पत्थर पांच पांच यप्टियों 

(एका्ती के अन्तर पर रखे गए हे। पहले पत्थर खे 

५यप्टियों के अन्तर पर रखे हुए. पात्र क पास से एक 

दौड़ने वाला दोडना पारंम करता दै। याद घह पएक- 

एक करके पत्थरों को उठाकर पात्र म॑ डाछतर जाय तो 


ण्रे 


(२०) 


(२१) 


(२२) 


(३२) 


(२७) 


(रण) 


(२) 


उसे कितनी यथ्टियां दौड़ना होगा ? 

दिखाओ कि ४. १९, २०, २८,----०“इस श्रेढ्दी के सत 
पदों का योग किसी युग्म संख्या फा वर्ग है। 

पछिद्ध करो कि फिसी भी समान्तर श्रेढी में *स पर्दों 
'क उत्तराध फा योग, प्रथम देसे पदों के योग का है 
होता दहै। 

सिद्ध करो कि १, ३, ५, ७,.....-इस ओढी में पदों 
फी बिसो मी युग्म संख्या के पूर्वांध और उत्तराधे के 
योगों की निष्पत्ति अचल दे। 

यदि झिप्ती समान्तर श्रेढ़ी मे 
योग न योभ+स 5 दे यो म+त हो तो सिद्ध करो कि 


सतत म (म+स+त)ो [मद्रास १९०० 
किन्हीं दो समान्‍्तर श्रेढियाँ के स पदों के योगों की 

निष्पसति यदि हल हुं दो तो उनके (४८ प्ों फ्री 
निष्पक्ति निकालो । 

दो समास्तर अ्रेढियों के स पर्दों के येगों की निष्पक्ति 
(इस+३१) + ("स-रे) दे । दिखाओ कि उनके 





दा पद एक ही है । ड 
प्राष्निक संख्याओं को इन समूद्दों में बिमक्त किया 
गया दै-- 

१, (धन), (७+७+ ६), (७+<+-%+१०),.**** 
आर इसी प्रकार आग भी । 


फज्छ 


(२७) 


(२६) 


(२५) 


(३०) 


(३१) 


हो 


सिद्ध करो कि सर्वे समूह की संस्थाओं का योग 
ध से (सर+१) हे । कलकत्ता 


अदुस्म संख्याओं को इन समूहों मे विभक्त फिया 
गया है-- 


(१+३), (५+७+-९+-११), (१३०-१५+१७+१९+ 
२१+-२१३),...... 


दिखाओ कि खरे समूह के पदों का योग ४स* है । 
अतः इसले यह अनुमान निकालो कि प्रथम स पाक्त- 
तिक सथ्याओं के घनों का योग प्रथम स घाकृतिक 
खंख्याओों के योग का दण है । 
यदि किसी अरढो के स पदों का योग ह्स? +खप हो, 
जिसमे क्र तथा ख अचल हैं, तो [सद्ध फरो कि यदद 
समान्दर भ्ढी हे । 
जिगपुर १९३१ 
यदि क्रिसी समास्तर श्रेढ़ी के सर पदों का योग 
स॒ हो तो श्रेढ़ी निकाछो । 
यदि किसो समान्तर भ्रेढ़ो का ता पद के और थार 
पद ख हो, तो दिखाओ कि (त+थ) पदों फा योग 


त्म्थ [क+खक ]ह्ै। 

यदि किसो समानतर अढो के त पदों फायेग थ.दो 
ओर थ पदों का योग त, तो उसके (त+थ) पदों का 
योग नकालो । 


ध्ंप 


. (३२) 


(४१) 


(३४) 


(३५) 


(३६) 


(३७) 


यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी के त पदों फा योग थ पदों 
के योग के सम दो तो दिखाओ कि (त+-थ) पदों का 
योग शूस्य के सम हे। 

यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी का तर, थे, दागी पद 
क्रमशः ठ, ठ, ड द्वो तो दि्याओ कि 

<(थ-द)+ठ (द-त)+ड (त-थी ० 

यदि फिसी समाम्तर श्रेढ़ी के त, थ, द पदों के योग 
ऋमश। ८, ठ, उ हो तो दिखाओ कि 

थे +5च्छो ऊंड तु ८० 

ख हे गे! पक "करे क्व मातर थेंढी दफ 
तो दिखाओ (के कर, खरे, ग* भी समान्‍्तर भेंटी 
में होंगे। 

यदि (ख-ग)', (ग-क), (क-ख)', समास्तर 
अढो में हों तो रिखानो फि 


पी 


यदि 








५ 
यदिकय > खर « गल ओर सस्च्यग तो 
दिपाना कि य, र, छ समान्तर थेढी में हैं । 


जद 


पांचवां अध्याय 


गुप्मोत्तर अेठी 


(8४०००४६४०७॥ 97027०5४००) 


७.१ जिस श्रेढ्वी मं किसी पद की, पूर्वगामी पद से 
निष्पत्चि एक ही रदती है वह गुणोचर श्रेढ़ी कद्दकाती है। 
१, २, ४, <, १६, ३२, ... -« 
कै 
३, ९, २७, ८१, 
के, कन, कनु्‌*, कान, .. «० -०००-००* ये श॒णोत्तर 
श्रेढ़ी के उदाहरण हैं 
साधारण निप्पच्चि (००७777070 7४४0)--जिस साधारण 
गण्ड से पद बढ़ते या घय्ते रे उस साधारण निर्ष्पात्त कहते 
हं। साधारण निष्पत्ति किसी भी पद का पूर्धंगामी पद से 
भादन करने पर मिलती है! उदाहरणार्थ प्रथम श्रेढ़ी में 
साधारण निप्पत्ति २ हे आर डितीय तथा उत्तीय शेढी में चाह 


फमणः हुँ. और्न है। 
७.१५ गुणोत्तर क्रढ्वी फे फिसी पद फो निकालना-- 


पु 


मान छो शुणोत्तर श्रेढो का प्रथम पद के तथा साधारण 
फिप्पत्ति न है । पदिले पद को न से गुणा फरन पर छितीय 
चद भ्राप्त दोता है । 
अब प्रथम पद क दै। 
अत + द्वितीय पद फन होगा । 
छतीय पद फन* द्वेगा। 
चतुर्थ पद फनर हगा। 
तेरदवां पद कन** होगा। 
यदि तो पद का अभिधान पत्त स किया जाय 
दो ता पद 
पत+फर्ना * होगा । 
अत + ऊपर के पदों के अथछोकन से यदह' नियम वन 
सकता है कि किसी पद में न का घात, उस पद फी संख्या से 
पक अंक न्यून होता है। 
५.१३ यदि गुणोत्तर श्रेढ़ी के किन्हीं दो पदों फी 
अहदी शात दो तो यह थेढो पुणेतया निश्चित हैं। सकती ह्दै। 
मान छो तो और थर्गो पद क्रशः अ और आ द्द 
यादि गुणासतर भ्रढो का प्रथम पद के और साधाण्ण 
निष्पत्ति न हो तो तने और था पदों की अर्दधां ये होंगी 
पतन्‍फर्ता' किन्‍्द पतचत्भ 
«४. फर्नो/ हअआ.. - 
« भौर 


पश्+कफना-' किस पथचतओा 





विवश र 0 


घण्८ 


४७७ फने 3 न्टआ ५ ४०००४ नहर ४० भ 5 शि, 
अतः (१) का (२) स भाजन करने पर 
कप _अ 
कर्नाऊक आ 
नो हर प 
झा 


भय __ | अ]2 
गा न 5 [दी कि .....००«ननन-नननलतननन नमन 
(२) में न की इस अ्ह का आदेश करने पर 
अ ]6 5६ 
कक [कि डा 
*फक आप 
फू और न फो अर्हाए छत दोने से श्रेढों एर्पतया मिद्चिचत 
जातो है । 
उदादहरण-- किसी शुणोत्तर अेढों में ४! और ७पो पद 
ऋपमद+ ४० और ३०० हे। इस का न पद निकालो। 


मान लो दृत्त अेढी का प्रथम पद क हैं भीर साधारण 
प्पत्ति न 











« पे नफनर ज॑| छे० ०००० >५०००००५ ००६९) 
** या £द्न' ++३२०...... -.« ००० ००००००००००००००० (२) 
प _ फल _रे२० 
पे फनेरे ४० 
अथग्रा नर ८ 
ना मैच्रे 


प्र 


(१) में नत्नर रखने पर क ५ प्राप्त दोता दे रे 
४» 7५ “क < न 
ही] फ्ु ः रु 
ब्म्८० 
५.९ गुणोत्तर मध्यक (8000७६70० ग्र८श)-- यदि तीन 
राशियाँ क, म और ख गरुणोत्तर श्रेढवो में हों तो म, के तथा 
सका गुणोत्तर मध्यक कहलाता है। अथवा 
फ तथा ख के वीच में म का निवेश करने पर यदि फे। 
मे, ख गुणोत्तर भ्रढो में रहते हों तो म, क और स फा ग्रणोत्तर 
मध्यक कहलाता है । 
मे की अर्हा या और ख के पदों में निकाली जा सकती दै। 
फ्यों कि क, म, ख गुणोत्तर श्रेढ़ी में दे 
म॒_ख 
इसलिए &म 
अथवा म* फल 
मर + ४कस 
अनः दो राशियों का गुणोचर मध्यक्र उनके गुणमफल 
का घर्ममूछ छोता है । ग 
अनेक गुणोत्तर मध्यक (8००07०७:० 700079)-- यदि के 
तथा ख इम दो रादियों क घीच में म,,'म९-**मंख पा निवेश 
फरने पर फ, मं, , म., --“मस, ख गुणोत्तर झेढी में झटों 
म, म२२ -मंस ये फ और ख फे गणोत्तर मध्यक कहलाते है 
५.२१ दो राशियों के बीच में मध्यकों फी दत्त संख्या 
(०५७ फरना-- मान छो क और ख दो राशियां दें जिनके 


द्च्० 


पौच में त (द्च संण्या) मध्यकों का निधेश करना है! 
मान छो म,, स., स७, मत अपेक्षित मध्यक हदें! 
“« के, म,, सर, म३, - मकः स गुणोत्तर श्रेढ़ी में हैं। 
मान छो इस गुणोत्तर श्रेढ़ी की साधारण निष्पत्ति न है। 
अतः इस गुणोत्तर श्रेढ़ी मं, जिसका प्रथम पद क दे 
जोर साधारण निष्पात्ति न है, ख (त+२)वा पद्‌ होगा। 





 शखन्‍्क)9८ ज्ञते* 
अथवा ज्ते॑+१ ञ्ड् 
डर 'रवं३-२- 
न्ञक्‍्स [क्षति 
अब म, 5 दूसरा पद 
ल्फकन 
8 
डक धन तक 
प्र 
म२ ८० तीसरा पद्‌ 
» चकनो 
के 
धो ।त्‌+१ 
व््का 
इसी प्रकार मत" (त+ १) पद 
क्घा २ न्ते 
च्फ [ज]७+७ 
कक 


अतः अपेक्षित मध्यक म,, म२,------मत 


दर 


4 


क्रमशः: के (ख्क, कल) के ढूााः ट् 


उदादरण--३२ और चल के बीच में ७ गुणोत्तर मध्य- 
को का निवेश करो | 
मान लो म,, मर; मं. अपेक्षित मध्यक हैं। 
४. के म। म.3-०- मऊ उस गुणोत्तर भेढी में दे । 
अब इस झेदी में ९ पद हैं, प्रथम पद हे है तथा ९ वां 
पद्‌ कप है। यादे साधारण निष्पत्ि 'न! दो तो 


३ 
्ष्द्ध । हे श्न 
्‌ 
शा कप 
सल्श्टे 
न 5 
“न तकत ऊंद् 
अयन ८८ कद होने पर 
मं, दूसरा पद 


ब्ब्बे ८ है 
डे ड्ः 


घर 


मे तीसरा पद 





अतः अपाक्षेत मध्यक 


३ ३ 
३, ७," “हट हद 


तथा सर" -ई होने पर 


अपक्षित मध्यक 
-रै रे -._ | होंगे। 
शाछ, ह्र्द 
५.३ जिसमें प्रथम पद क है और साधारण निष्पाक्ते 
नहै ऐसी गुणोत्तर श्रेढ़ी कर स पदों तक योग निकाछना। 

मान छो के, कन॑, कब *,..-कनते यह दच श्रेढ़ी है । 
स पर्दों के योग का योद् से अभिधान करने पर 
यो >क+कन +फकन* .....- +कनय* ..........-. (१) 


धरे 


दोनों पक्षों का साधारण निष्पाति ना से गुणा करने पर 
थो 2८ न 5 ऊन + कन* + ५.० -«- + कमसे-* + करना .--(२) 
(१) में से (२) को घटाने पर 
यो (१-न) 5 फ (१-नर) 
_ के (१-न) 
यो श्न्न 


उदाहरण १-- #३, १, ५ हो दर .... --- इस झेढी के १८ 


पवों का योग निकालछो। 
दत्त अढी में प्रथम पद*/३ है, साधारण निषप्पाति *े 
है और पदों की संख्या १८ है 
अतः १८ पदों फा योग 
यो 5 ४३(- (४५) ) 
१- 
४. 
न्‍ःबे(र- च््छे 
ज्ई -१र 
2. (३६-१) 
त्इुब्ट्ज-छे 
_ _१०६८३-३१ 
+ जब (३-३१) 


दे 


न्‍्ड शव 
दश६द१ (४३-१) 
एर के परिमेय्करण से 
यो -- ___ १%६८२ (+“३+१) 
६५७६१ (/३-१) (४/३+९१) 
मू +८<5२ (४३१) 
घ्ष्दः्‌ 
उदाहएण २-.. १, २, ७,......इल शढी के पदों फा योग 
२७७ रहने फे लिए कितने पद लने चादिएं ? 
दत्त श्रेढ़ी का प्रथम पद १ है और योग २५५ है। 
मान छो पदों की संख्या स दै। 


साधारण निष्पत्ि ++ नह ्त्शे 





सत्तः 
र५५८०- है “है 
है: न 
मल केस -- २ 
रे - २५६ 
ब्य शु५क 
*»*. सचू८ 
अतः अपेक्षित योग के लिए < पद लेने चादिएं । 


च्ड 


प्रश्नाचयलि ५ 


(१) इन श्रेढियों मे निर्दिष्ट पद निकाला-- 
(क) १, “२, ४, -<,.. ..... इसमें १०्गा पद 
(स) २३०, १५, ७३, ...-.--- इसमें उन पद 








(ग) बेर 2... इसमें ८गा पद 


“हरा छाप 
(के नदृ चेक औशणतनाना इसमें खा पद 


(२) इन श्रेढियों फा योग निकालौ-- 
(क) २+४०-८+ <.«-«-१० पदों तक 


२७8 
(स) १ डर ऊद +. ..»« 5 पर्दो तक 
4 पर त्तक 
(ग) २+ /२+१+ जद नी अनिल १२ पदों 
| रे दों वक 
(घ) कह धुत लत+ स पद 
(ड) कॉ+कदांउ [कटा श्ठ +...... से पर्ों तक 


के ० *क, “रे पदों तक 
(च) अं ३ पथ एल स पदों तप 
(३) किसी शुणोचर थढ! में रहने चाछे तीन अमुगाम 
पदों का ग़ुणनफल २१६ है और युग्मों में उनके 
शुणनफलछ का योग १२६ दे । पदों की अर्धाएं 
निकालो ६ 


च्दे 


(४) 


(७) 


(ष्ग 


(७) 


(८) 


() 


किसी शुणोत्तर श्रेढ्वी मे 'रहने घाले तीन पदों का 
योग २४६ और गुणनफलछ ६४ है। पदों की भर्दाएं 
निकालो । 


यदि किसी गुणोत्तर थ्रेढी में ६ पद हों तो [सिद्ध करो 
कि प्रथम तथा अन्त-पद्‌ का गुणनफल ठत्तीय तथा 
चतुर्थ पदों फे गुणनफल के सम है। 

किसी शुणोत्तर श्रेढ़ी में रहने वाले स पर्दों का 
योग य है, गुणनफलरू र है और पर्दों के व्युत्कर्मों का 
योग ल है। सिद्ध करो कि 


स 
रु ह- (छ [नागपुर 


यदि किसी गु॒ुणोत्तर श्रेढ़ी का प्रथम पद क हो, खर्वों 
पद भ॒ हो और प्रथम स पदों का गुणनफल ग हो तो 
सिद्ध करो कि 


६ ् 
गे २5 (कटप्आ) [कलकत्ता १९१८ 


थदि किसी सणोत्तर श्रेढठों के स पदों का योग ७२८ 
हो, साधारण निष्पत्ति ३ हो और प्रथम पद २ हो तो 
ख पी अर्ाँ निकालो । 


किसी शुणोत्तर ग्रेढ्दो की साधारण निष्पत्ति ३ है। 
२ हक 

प्रथम और दतीय पदों का योग, प्रथम भोर द्वितीय 

पदों फे घगग के योग के सम है। श्रेढो फे स पदों का 


हा 


(१०) 


(११) 


(१२) 


(१३) 


(१७) 


थोग निकालों भौर याद स-+६ छलो तो दिखाओो कि 
योग ३६४ दै। 


३ 


(क) हु. औए ५ के बीच में ७ झुणोत्तर सध्यक 


निधेश करो । 

(व) २ तथा ४८६ के यीच में ४ गुणोत्तर मध्यक 

निधेश करो | 

(ग) देर तथा ९ के यीच मे ५ गणोत्तर मध्यक 
डर ३ ् 

नियेश करो । 


(घी २७ तथा हु फे बीच में ५ शणोत्तर मध्यक 


निवेश करो | 
यदि फिसी गुणोत्तर अ्रेढ़ी में प्रथम पद और १० 
पद १ दो तो साधारण निष्पत्ति का निश्चय करो! - 
किन्हीं दो सेए्पाओं का योग उनके गुणोत्तर मध्यक 
स९ अधिक दै और उनके योग फा घर्ग, उनके गुणन- 
फल से १८९ अधिक है। संण्याएँ निकालो । 
[मद्रास 
यादें के तथा ख इन दो राशियों के बीच मेंस 
गुणोत्तर मध्यक निवेश किए जाये तो दिखाओ कि 
इन मध्य हों का रुशनफड (क ख)ईं फे सम द्दै 
यदि किलो गुणात्तर श्रेढो में पदों की संख्या सुगम द्दो 


च््द 


(१५) 


(१९) 


(१७) 


(१८) 


(१९) 


(२०) 


रच 


तो दिखाओ कि आदि और अन्त पदों से सम-दूर 
पदों का गुणनफ़छ दो मध्य पदों के गुणनफल क 
सम है। पिज्ञाब 
यदि किसी शुणोत्तर थेढ़ो के स, २ स, और ३ स पदों 
का योग क्रमशः यो, , यो, और यो हो तो दिखाभो 


कि यो, [ये३-यो,] +- [या, यो] 


यदि यो, , यो,... ... योस्त किसी गणोत्तर श्रेढ़ी के 
ऋमशः २, २,...... स पदों क योगों का अभिधान 


फरने हों तो (या,+यो२ +यो३+-.---+योंस) की 
अर्हा निकालछो। 
यदि कफ : ख ++ २+ </३४ २-४३ तो सिद्ध क्रो 
कि के तथा ख के बीच का समान्तर मध्यऊ गुणोत्तर 
मध्यक का दुगना है। 
यदि के और स के बीच का समान्तर मध्यक्र उनके 
शुणोत्तर मध्यक्र के पति एसा दो जैसा मद्दैनक 
प्रति तो दिखाओ कि 

फ._म+ ४म*-नर 

ख मे उमस्य्क्नर 
यदि फर+स+ग, /कप्+खप्प न बौर क- ख+य 
गुणोत्तर भ्रढ़ो में हों नो सिद्ध कपो कि क, सा और 
ग गुणोत्तर श्रेढ़ी मे हैं। न्‍ 
यदि फ, सन, ग, घ गुणोत्तर श्रदी में हों तो सिद्ध 
करो कि फ*+खरे, खष्+ग*', गौ +घस सी गुणो- 
चर थेढो मे है। 


घर 


(२१) 


(रु) 


(श्श)े 


(२४) 


यदि क, सा, ग समान्तर श्रेढ़ी में और य, सर्टे 


गुणोत्तर श्रेढ़ी में दों तो सिद्ध करो कि 

आग ५ शग-क २ छाए १२ 

यदि फ, ख तथा ग गुणोत्तर श्रेढ़ी मे दो और य तथा 
रु फ्रमदाः कफ, ख तथा ख, ग के बीच के समास्तर 
मध्यक हों तो सिद्ध फरो कि ; 
| 


शा 

चार न्‍ः २और य+सत्ख 
किसी शणोत्तर श्रेढ़ी में (त+थोर्तीं पदस्‍्तम, और 
(त-थंग पद८न है। तर और थर्यो पद निफालो। 
किसी समान्‍्तर श्रेढ़ी का प्रथम पद और किसी शुणोल 
अढी का प्रथम पद पक ही है। एक का प्रच्रय भर 
दूसरे बी साधारण निष्पत्ति दोनों २ के सम हैँ। बोों 
के ५ पदों फा योग समान है। प्रत्येक श्रेढ़ी फा ५ 
पद निकालो । 


७५७ समान्तर गुणोत्तर श्रेढ़ी (8779]7797700- 


80006९000 887765)-- के, (कर+ख) न, (करन रेण)न ॥ 
(फ+रेण) न३,...... ... .-« 


इस प्रकार फी थ्रेढ्ी पर विचार करो। 

इस के प्रत्यक पद मे दो खण्ड हैं । 

प्रथम पद के और १ फा शुणनफल हे। 

ह्वितीय पद (क+ख) और न फा गुणनफल दे । 
सतीय पद्‌ (क+रण) और न* का शुणनफलछ है । 


गु 


छ० 


चतुर्थ पद (क+ शेख) और न? का गुणनफल है।. 
५, यह न्यष्ट है कि क, क +ख, क+ रख, कफ +रेख समान्तर- 
थेदी भे हैं और 

१, न, नः, न?...... गणोत्तर श्रेढ़ी मं है। 

इस मे यह ज्ञात होता है कि इस श्रेढ़ी के पद अंशतः 
समान्तर श्रेढो के और अंशतः गुणोत्तर थ्रेढा फे नियमाहुसार 
पघनते हूं । 

इस धार की धेढी समान्तर गणोत्तर श्रेढ़ी कहलाती 


ह्दै। 


५.४१ समान्तर गणुचर अेढी फा स पदों तक योग-- 
यदि के, (क +ख)न, (क+ रख) न*,...... इस श्रेढ़ी के स 
पदों के योग का यो से अभिघान किया जाय तो 
कक (क+ख) न+(क+ रख) नस + ५ -«« 
फ[क+(स--२)ख]नर्त १ +[क+(स-१)ख]नर्ते-१... (९) 
गुणोत्तर अढी की साघारण निष्पत्ति न से दोनों पक्षों 
का गुणा करने पर इस भ्रकार विन्यस्त करो-- 
यो>८न ८ कन + (क+ख)नर+ ...... 
फ[क+(ख-२)ख]नरत-* +[क+(स-१)ख]नए ... (२) 
(२) को (१) भें स घटाने पर 
यो (१--म)>क + [खिन +खन २ + ... ... खलनतें*] 
“-पफि+-(स- १)स]वर्ठ 
प्रथम अभिधार में (व-१) पदों की शुणोत्तर श्रेढ़ी है। 


छः 


इन (स-३१) पदों का योग करने पर - ; 
यो (नी लकक अल _ ककलमसजुकत 


/ बो> हे _+ सर्नाशु-मण-] 
रन (-म)१ 
[कस शेख नर 
श्ज्न 
यदद दच समान्तर गुणोत्तर थ्ेढ्ी के स पदों फा योग 
उदाहरण --- १+छय +छय+शैग्य) के «०००७० 
के स पदों का योग निकालो । 
यदि इस श्रेढ़ी फे स पदों क योग का 'यो' से अमिघान 
किया ज्ञाय तो 
यो १ + छय + छयर + श्ण्यशक 
+[१+३(स-२) ] यौ* 
+[१+३(स-३।] ये #«.«-« (१) 
दोनों पक्षों का य से गुणन करने पर 
यो>यन्‍ूय+छयर्+ऊय?+श््य*... ... 
+[१+श(स--२)] या +[१५-३(स - शी] यम ...(२) 
(१) भे से (२) थो घटाने पर 
यो (१-य)5+१+ स्य+ शेय ९ ... ... + रेयरो “९ 
-+३ (स-(१)] या 


ल्‍श+रेय [१+य+य* व... +यर*] 
+-(रेस-२) ये 


छर 


गा शल्य जिस 
र१करेय (घर 7 सरिस-२) यो 
»यो -: - __ रेय[१-या"] _ (श्स-रोयों 
200 अजब हु-यई श्न्य 
रख पदों का योग 








५.५ अनन्त श्रेढ़ों (7750 6७709)-यदि किसी 
थरेद्ी मेँ पदों को पूर्वाच॒ुपरता का अन्त किसी नियत पद के 
पसचात्‌ दोता हो तो बह सान्‍्त (॥980) श्रेढ़ी कहलाती है । 
शैसके विपरीत यदि श्रेड्ो में पदों की पूर्वाजुपरता असोम 
(ए५४०५६ ॥॥) हो तो चद अनस्त श्रेढ़ी कहलातो दै। 
के, कन, कन*,......कनो, कनतें/१...... यह अनन्त झेढी 


५.५२ अनन्त ग्रुणोचर श्रेढ़्ो का योग--क, यन, 
क्न२ ५. ...... यह अनन्त धेढा हे । इसका स पर्दों तक योग 
निशाछो और सैस स अनन्ती की ओर प्रदत्त हो इस यग के 
भाचरण का नितेक्षण करो। स पदों के योग का योद् 
अभिधान करने पर 
७ के (१-न) 


योत् श्ज्न 


अय जैसे स अनन्ती की ओर भवच होता है -- 
छ्रे 


सी दोह नू सती क॑__ सी फन 
सनक स->० शेजन सैजक रैह्नम 
ध् 


क्योंकि प्रथम पद्‌ में अर्थात्‌ मेंस नहीं देइस- 





श्न्न 
छिप स के अनन्ती की ओर प्रधृत्त छोने पर भी उसपी जर्दा 


सदिव क_ शत इस पद 





कक च् अत 2 न्तु 
हृ-न्न के सम दी रहेगी । किन 


मेंस, अंद में के न का घात दै। 
५ यदि संख्या की इष्टिसेन > १तो स जैसे जैंस बढ़वा ्ट 
सर्थात्‌ जैले स --> ०० ने भी घढता जाता है और अस्त में 


श्ल्न 


कक 
जब स-->% तव “पुझन्न नं -- ० 
मे 


अतः सी कि सी कन 
शत के योत्ष रन्‍ने सतह फ्ज्न्ना 


अथवा स--> ० सी योस हर 
ज॑| पिरिमित राशि]- [अनन्त राशि] ++ अनग्त राधि 
अतः जिस गुणोत्तर थेढ़ी फी साधारण निष्पाति संख्या 
की दृष्टि से १ अधिऊ हो उसका अनन्ती तक योग अपरिमित 
द्ोता दै। 
यद्-१ < न <१ अर्थात्‌ संख्या ही दृष्टि से 
न -<श१तो जैसे स यहता दे ने घटता जाता दै। 
अर्थात स---०  नर्ष >> ० 


छउ3 


सु 
अर्थात्‌ स-- ० हज्ञाटि ० की ओर प्रचृत्त अत्यव्प- 
राशि 


भतः 
सी योत - के _ सी कफ लत 
0 मर श्ल्न पें-+&णश्नन 
दक्षिण पक्ष का द्वितीय पद सीमा में प्रथम पद्‌ फी तुलना 
नगण्य है। 


| परिमित राशि 

सतः ज़िप्त शुणोत्तर श्रेढ़ी की साधारण निष्पात्ति 
पैस्या को दृष्टि से १ न्‍्यून होती है उसका अनन्ती तक योग परि- 
मित होता है और चद 


] द्ोता 
हृ-ज्न॒फे सम दोता है। 


उदाइरण-- १, *, 5, _*, ...... इस श्रेढ़ी फा 
३५९ २७ 
अनन्ती तक योग निकालो । 


दत्त श्रेढ़ो का प्रथम पद है तथा साधारण निष्पत्ति 
डे है। इसके स पदों का योग 


-( 
१-३ 


छ्ड 


३] 





हे 
श्न्दु १-७ 
२ इ% श्त++ 


अब जैसे स--> ० राशि ख़्लर ->० 


अतः सनी १ 
3 स-ा> कयोंस २ स--> ० इप्ल्‍न्श्स* 


३ (शल्य फी ओर प्रवृत्त अत्यव्प राशि) 


२ 
७५.६ सप्मान्तर गुणोत्तर श्रेढ़ी का अनन्ती तक योग-* 
क,(क + ख)न, (फ+ रेख।न ने «००० इस समान्तर गुणोत्तर 
अरढी कफ स पदों या योग अमुस्छेद ५४१ में प्राप्त किया 
शया है। 


कक खन ख्‌ नं 
अतः कप अमन हर 
योत् क्ज्न्न न प् -न्नार ह्ज्काः >्न्नः 


हा 'फ+ (स- शेख) + (स-१) ख ) 
8 
यदि संख्या की डऐसिे न > १वो जैसे असे स बढता 
छदे 


खनते > झक+ (स-शेख 
ह्दै हज्क्कन्ु, और “पु-क्ल ने 
अनन्ती की ओर प्रब्ृत्त होते हैं। अतः इस श्रेढ़ी का अनग्ती 
तक योग अनन्त होता दै । 
जे यदि सख्या की दृष्टि सेन < १ तो जैसे स --> ० 
ते के + (स-१) ख 
ह-क्कर और किन दे | न पद ब्थम दो 
जाता है। 


अतः इस दशा में अनन्ती तक योग 


फक खन 
यो७ 5 जुज्ज्ञ 7 त-क्र 


२ 8 ६ ८ 
डदाहरण-- छ।+ छत छा + छा «इस 


श्रेढ़ी का अमन्ती तक योग निकालो। 
२७४ ,६ ,८ 
यो७ 5 उ७+छ जक एन रह हि निननन- नै) 
दोनों पक्षों को 5 से गुणा फरने पर 


पदों की है में नगण्य होते हैं और अन्त में इनका दोप 


यो 5 रे 


४ 
है 5 छुपा हुक डर 72० **०००० ००० ००० (२) 
(२) को (१) में से घटाने पर 
3५. 3 आम 4 
यो -रै७ _+क कक 0४४0७३४६७४ ०७ तफ 


७७ 


द् १ 
5 ...ै [--- 
3पो० न [ १ _३] 
[शुणोत्तर श्रेढ़ी का अनन्ती तक योग करने पर- 
यो७ रूट 


५७ आचर्त दृशमिक (7०0ण्घाह १९०णक्षोशे- 
आपवकततदशामिक शणोत्तर अढी कया अच्छा उदाहरण है। 
आवते दशमिक गुणोत्तर श्रेढ़ी में रहनेगली राशियों से 
यनते हैँ । एके, दो, तीन अर्पों के आवर्त होने फें 
अज्ुसाए इस ध्ढियों की साधारण निष्पासे क्रमश 
5 नस्ल रदती है। ऐसे दृशामेक का 
शु०ा १००! १००० 


सवादी भिन्न श्रेढ़ी का योग फरने से प्राप्त होता है। 
विद्यार्थियों के यह ज्ञात द्वे कि न अनग्त आधर्त 


दशमिक “दंदर८द. [जिसके लिये ६ सक्षिप्त रूप है] के 
सम दै। 
चर दर ६ ६ श्स 
अप ३6 मे ह०६ 7 हुबर * हु०*े नन. ई 
ओेढी पर विचार करो । इसका स पदों तक योग फरने से 
२ 


_२ 
यो ३ 7 इंप्रह्रुण हट 








जद 


थे. 
अव जैसे जैसे स यद्ता है चैसे बैसे 





< 
ओर श्रेढ़ी का योग नि की भहांके सन्निकट जाता है। 
५ ४५ २ 
अतः जैसे स --> ० इप्च रब पति१ 
*« यो; जे 
बसु. ६ 
यह जहाँ सामान्य गणित फे नियम से भ्राप्त भ्र्हा के 
समान है। 
अतः ०,६६६६... अथवा '* से अभिद्दित भिन्न ् अन्य 
रीति से इस अनन्ता मुणोत्तर शैदी फें रूप में छिखा जा 
5. 5 4 5 के 200०२ 
सकता है हु हुक + हढश हकन ०००७ 
._ इससे यह स्पष्ट है कि किसी भी आवर्त-द्शामिक का 
संवादी मिन्न, उसकी संवादी अनन्त गुणोत्तर ओेढी के योग 
के सम होता दै। ४ 
.. डदाहरण-- आवर्त-दशमिक रे का संचादी ऊष्चश 
'भ्ज्न निकाछो । 
. अब .१४३ +>. १५३९३२३२३.५००००*- 
विज पट रन 


शू०. १००० १३००००० 


च्छ९्‌ 


._ ३ , रहे | रेझे 
मदद कज्म्दक 





रेगश रे 

७७ श्दे हि 3 पक 8 
+ रह (निछर तरस । 
_ १ , रबे १ 
न हल हे 

१- हर 

० ६ + ३ १०९ 

हुए १०१ दूर 
>_ ६ २३ 
ने कृढ्ा “रु 
-- -प्रे 

छ््य्द 

अतः १४३ का संवादी रघ्वंद्य मिश्न हे है। 


3५ 

७.८ आवर्त-द्शमिझ फा संवादी भिन्न निकालना 

मान छो दत्त आवर्त-दशमिफ द दे। इस में अनावर्ती 
संबों फा अभियान त करता दे, और उन की संख्या प है। 
आवर्ता अंकों का अभिधान थ फरता है और उन की संख्या 
क्द्दे। 

अतः द्‌ न्‍5। त थ थ थ.«५*०५००+६९००**०** 
दोनों पक्षों को १०प+फ और १०प से गुणा करने पर 

शृण्पकंफ «द्‌ न्‍ूने सथ €थ थ थ--०**« म) 


न्दत 


भौर १०१ , द>-त.थथथ.............. .-- (आ) 
(अ) में से (आ) को घटाने पर 
१०१ ५ द्‌ (१०८. १) - तथ-त 
अतः न कप कक पर त 

दत्त रृझप(हुन्क-३) 
भतएव आवतं-द्शमिक द्‌ का संवादी मिन्न 

तथ-त 

फुब्बह८ुरू-रु है। 
अब १०% - १ जे ९, फ चार है। 
है! अतः १०प (१०फ -१) मे प शर्न्यों से अन्लुगत ९, फ बार 


तथ- 
रूप हुक कु 'के रूप का अवलोकन फरने से दत्त आयर्ते- 


देशमिऊ फा सवादी मिप्त निकालने के लिए नियम यनाया 
जा सकता है। 

अदा प्राप्त फरन के छिप अनावती और आवर्ती दश्षामिकों 
की पूर्णाक संय्या में से अनावर्ती अंफों की पूर्णांक संण्या 
घदाई जाती है। दर को प्राप्त फरने के लिए अनावर्ती अंकों 
को धंयपा फे सम शूल्यों से अजुगत आयर्ती अकों की संण्या 

सम ९ छिए जाते देँ। 

उदाइरण-- “१३४३ की भर्दा निकालो । 

अनायते तथा आपने अंकों की पूर्णांस संदया १२९३ है $ 


<रे 


जनावर्त अरशों की पूर्णाँक् संण्या है हे। 
अतः अंश 5२२३-१५ *ू१२५२ 
इसमें दो आपते अंक दे भीर एक अनावते अंक | 
#*,. हर + ९९० 
»« उपयुक्त आवर्त-दशमिक का संवादी लष्यंश मित्र 
१५२ १ 
+ ढुरु० रर्थाव्‌ जुरुद 


प्रश्नावलि ६ 


(१) इन अ्रढियों का स पदों तक योग निकालो-- 
(कफ) १+द्य + ५ यच+७ यर ५०००० 


२,३,७४ 
(ख) १ फश श्र धआ- २३ हे हल न 
(ग) ६२८७+११५०७९+१६३२८७२+ ... ५. ««- 


(४) इस अडियों का अनन्ती तक योग निफालो-- 
(कफ) २४३ +१+ हद ह 


4 
(स)३ -१+ नह 


3/ण---. + -.. +... ... 
(गो) /५+उद पुस्द 


<रे 


(घी) (२+२) +१+ (४२-१)+ ..- «-« 
(२) इन थ्रेढियों का अनन्ती तक योग निकाछो-- 


है. मे आओ 


झ 
(क) दा ्द्रुर फद्भूड फहुर न #रंड ४४: न 


० बन. 
(ग) १+ हू रु कक 


(घ) लत हज धर +चक्छ नहन-#*४*४ 
(७) इन श्रेढियों फा योग मनिकालो-- 
(क) ३+५, ६+२५, ९+१२५, ......स पदों तक 
(ख) यक्फ, य*+रक, यर२+रेफ,-----स पदों तक 
[कलकचा 


फ_ज 
० इक "इतना हे वकबारर 
(घोक+ख+रेफक+ रेख + पक + ४ ख... (रेस) पदों तक 
(७) इस भ्रद्ी फा स पदों तक और यदि समय दो तो 

अनन्ती तक योग निकालो-- 

७.६५. रे१ 
१+ ४ + ६६ 7 ६५  इए६ **** 

(६९), यदि स फी सय भद्दोर्शो फे लिए सो थेटो के स 
पदों का योग फ+सस्यो दो तो सती पर भोर थेटो की 


३ 


(७) 
(४) 


(५) 


जाति निकालो। 

(क) -रे४६९ (सी) ०५ (ग) “२३७ के संवादी मिन्‍न 
निकालो ! 

यदि य्+रै फफ+ कफ + ... -«« ० वफ 

आऔर र२८१+ख+ख* + ....--०० तक 

जिसमें क और प्र एक से न्यून हैँ तो सिद्ध करो कि 


यर 
१५+कर्षा [करखर + ०... ० तफक्षर्रु- ३ 
यदि यो,, यो,, यो&,----योप्त स अनन्त गरणोत्तर 


श्रेढियों के योग दो जिन के प्रथम पद क्रमशः शैशिरैलन 

श्र 
«खत हैं और साधारण निष्पत्तियां ऋमशः मर द्रछा 
४4% न्वद | तो दिखाओ कि 


यो, +यो +-यो, + ..- +योस् न + 8) 
विस्‍्बई 


(०) [३४३३ ३८३ ४५८ ३ * ५६ ३ ४६... अनन्ती तक] फी 


अर्दा निकाली । 


छठा अध्याय 


इरात्मक ओदी 
(0777090७॥ 97087९8900) 
यदि मे 
<5.ह दर्द 
ओदी में रदती हैं। 


दि किसी शेढी की फोई सी सीन अनुसामी साशियां 
एय्त्मऋ थ्द़ो में दो, तो यह हरात्मक थ्रेदी कहलाती है। 


रत राशियां 
ना तो फ, ख, ग॒राशियां दरात्मक 


६.९ एरशात्मझ थेढ़ो में रहने वाली राशियों के व्युस्कम 
(7८009700%)) समाम्तर थेढी मे रहत हैं! 


अप एटत्मस थेद्रों में रदने बाली क, से, और से इन तीन 
राशियों पर विचार फरो॥ 


पीरिमभापानुसार 


कक पा-ग्य 
किक />>ल्लर् 


से खनझय 
सर्थात्‌ द (छ-शण) ७ शा (क-एोओे 


प्‌ 


जुख समीकार फा फ>ख>८ग स भाजन करन पर 


पक 
शख्स कफ 


समान्तर भ्रेढी भें रहने के 


[ह 


रू 
स्का 


७ 


फिन्तु यह 
हिए प्रतियघ है। 

६२१ हरात्मक मध्यक्त (शग्ग070 ग6छ0ा-- यदि 
क, म, सर दरात्मक थढी मेहों तो मको क और ख॑ 
यीच फा हरात्मक मध्यक् पद्दत हेँ। अथया 

क तथा खके बीच मेम का निवेश फरने पर यदि 
क, भ, ख हरात्मस श्रेढ़ी म॑ रहते हों तो म, फ और ख के 
थीच का हरात्मक मध्यक कहता है। 


६२२ यदि क, म, ख धरात्मक श्रेढ़ो में हों तो म पी 
अर्दा, क तथा ख के पद्रों मं ववक्ाछना । 

क्योंकि क, म, ख दरात्मकऋ अ्रढ़ो में हैं 

इसलिए 


शरभकख 
क+ख 
अतः किन्‍्हीं दो राशियों के वीच का हरात्मक मध्यक 
उनके दुगने गणनफल वीं, डनक योग स भाजन करने पर 
भाप्त होन बाली छाव्धि क सम होता है। 





६.१३ अनेक हरात्मक भध्यक--यदि क दौर ख के 
बीच में स,, म२.--- और ग्स का निवेदा बरने पर क, म,, 
भ..... मसल. ख हरात्मक श्रेढ्मा भे रहते हों तो म,, म.।--- 
मत, फ तथा ख के दृरात्मक मध्यक कहछाते है । 
डउदाहरण:-- हे तथा २४ फे दीच में ६ हरात्मक मध्यक फा 

निवेश करो ॥। 

मान छो म,, म,,-०००० म« अपेक्षित भध्यक हैँ। अतः 

परिभाषाछुसार हे, म,, म..-----म६ रे७े दगत्मझ 

अढी भें हंगि। यह ८ पदों की दरात्मक अरढो है। 
३२४. १९१५, | 
. 39, >>, _-,:०००--,-:, ये ८ पद समान्त 
के मे आज ३५४ + < पद समान्तर श्रेंढी 
में रहेंगे। इस समान्तर श्रेढ़ी फा पहला पद ड है और 


<पां चद -- है। यदि प्रचय च हो तो 


>> ४+७च 
इंड ४ 
व 
कई व 


<छ 


>+-- ६ 
अथवा च- दर 


47३ १ है 
अतःई- ,-- ,-: ««- क्रमशः 
मे मद से में 


७ दे ५ की 
२७! २७! २७'. रह 
अतः अपेक्षित मध्यक मं, मन्‍ सह म« 
फ्रमश+ छुक ब+ १ दि ॥ 


६.२४ यह ध्यान रखना चाहिए कि दरात्मक भ्रदी में 
ख पदों के योग के लिए कोई सत्र नहीं दहै। किसी विशेष 
दशा ने स पदों का योग वास्तविक संकलन से भ्राप्त द्ोता है। 


६.३ दो धन राशियों बीच समाम्तर, गोचर 
और इरात्मक मध्यक स्थयं गुणोचर श्रेढ़ी में रहते हैं और ये 
मद्चा के अवरोही (9९४००४०४०६) ऋम में होते है। 

मान छो क और ख फे यीच के सा, गा, छा ये क्रमशः 
समान्तर, गुणोत्तर और हृरात्मक मध्यक है । 

अतः मध्यककों फी परिभाषानुसार 

साख 
गा कख 


रद 


दवा 5. कस 


कफख 
रण) साहा र +ख (२ फल 
पु रू ककख 
न कर 
(/कख)* 


द््ड शा 
अतः सा, गा, हा गुणोत्तर भ्रढ़ी में है जोर गा, सा तथा 
दा के वीच का गुणोत्तर मध्यक है। 
(भा) (सा-गा) पर विचार करो 
सा-गार खा - /क/ख 
ब्द्ीः +शख-२४६क *ख 
र्‌ 
5८ ([/क- ४ख]* 
डर 
का और ख घन राशियां होने के कारण ४क और +ख 
पास्ताविक हैं। 
अतः (5“क- ४स) भी वास्तविक है 
अतः (+८क- “ख)* खदैव घन रहता दै । 
*« साथूया 
अर्थात्‌ किन्‍्दीं मो दो राशियों के वीच का समान्तर 


त्दरर्‌ 


अध्यक्र उनके शुणोत्तर मध्य से चढ़ा दोता है । 
अर “गा', सा और द्वा के बीच में का गुणोत्तर मध्य दे 
इसलिये यह सा और द्वा के बीच में हो होना चादिए। यद 
उपपादित किया जा चुका हे जिसा >गा 
अतः गा >दा। अर्थात्‌ किन्‍्हीं दो धन शादियों के 
यीच फे समान्तर, ग्रुणोत्तर तथा हरात्मक मध्यक, मद्ततता फे 
अवबरोही क्रम में दोते हे । 
उदाहरण-- यदि य, र, छ, हरात्मक थेढ़ी में दोँ तो क+ 
य-ल, य->र२ और छ, छ-य, र-< भो दृरात्मक 
अ्रढी में रहेंगे । 
इसत्मक थेढी में हैं! 
मान लो य. य-छ, य-र हरात्मक श्रेढ़ी में दे 
दरात्मक अढ़ा की परिमापानुसार 
ये _ य-(य-ल्छो 
य-र॒. य<छ-एय-र) 





शी. हद 
य->र रनछ 
य शन्यक 
अर्थात्‌ हू“  क्ूछ 


यह य, र, ल के दरात्मक भेढी में रहने के लिए प्रतियन्‍ध 
है। किन्तु य, २, छ दृरात्मक श्रेढ़ी मे हैँ । मतः यह धारणा 
किये, य-छ, य-र ध॒रात्मक भदी में है सत्य है । 
इसी प्रकार छ, छऊ-य, छ-र हरात्मक श्रेढ़ी में दें यद 
भी उपपादित किया जा सकता है । 


शक 


प्रश्नाचलि ७ 


१ ञ १ 
() (+) -६ भोर इंशठ के पीच में ४ दरात्मक मध्यकों का 
निवेश करो । 
(से) ४ थौर २ के बीच भे ३ हरात्मक मध्यकों वा मिवेश 
फरो ॥ 
(ग) १ और ३० के बीच में ४ हरात्मक मध्यकों का 
निपेश करो | 
है 
(घ) १६ और हुई के बीच में ५ हरात्मक मध्यतों का 


निवेश करो। 

(२) किसी हरात्मक ख्रेढ्वी में रहने वाले तोन अशुगामी 
पदों का योग दर है और प्रथम पद्‌ स्जि है। भ्रढी 
निकालो । 

(३) जिसका प्रथम पद क दे, अन्त पद गय है और जिस के 
पदों की खंबज्या स दे ऐसी धृरात्मक भ्रढों का नं 
पद्‌ निकालो । रु [मद्राघ 

(४) यदि किसी दृरात्मक थ्रढ़्ी का तन पद थ हो और 
थर्या पद ते हो तो सिद्ध फरो कि नी पद 


न्फ द्दे * [ इलाहाबाद 


ब्र्‌ 


(५) 


(छ) 


(७) 


(८) 
(थ) 


(१०) 


थ ददोऔर 


यदि किसी दरात्मक घेटी का ततों 
(व+थ)ग 


थग धद्‌ त दो तो सिद्ध करो 
तत्थ 

तकथ है। 

यदि किसी हरात्मक श्रेढ़ी का तो, थे, दरों पद 
ऋमशः* क, ख, ग दो तो सिद्ध करो कि 
(ध-द)ख ग-+(द्‌-त)क ग+ (त-थ)क ख २० 
[बर्स्बई 
यदि र-य तथा र२-छ के बीच फा दरात्मक मध्यक 
२(र२-फ) दो तो लि्ध करो कि (य-फ), (र-क), 
(छ-क) गुणोचर श्रेढ़ी में हैं । 


जी 


[इछाहाबाद १८%? 


दो संस्याओं के योच फा दृरात्मक मध्यक्र १४६ मोर 
गरणोत्तर मध्यक २४ है । संय्याएं निफालो | 

दो संस्याओं का समान्तर मध्यक्र, उनके गृणोत्तर 
मध्यम से है अधिह है भार गुणोत्तर मध्यक्र दरात्मक 
मध्यक से ५ अधिक है। संव्याएं निकालों। 

[कलकचा 

यदि दो सख्याओं के वीच के समानन्‍्तर मध्यक यह 
इरास्मक मध्यक्र र,, रन और गुणोचर मध्यक 
ल,, ल॥ हों तो दिखाओ कि 

+ य,र. न्‍नय,र, *न लए. छ+ 


॥ 
60) चदि क, बोर ख,इन दो संयण्याओों के बीच में दो 


सम्मान्तर भध्यक्र सा,, सा२+ दो गुणोचर , मध्यक 


थ्र 


43] 


(१३) 


गा७ गार, और दो छरात्मक मध्यक छा, दाई का 
विश किया जाय तो तो दिखाथो कि 
गा,गार _ सा, +सा५ 
रे जाल पी 3 अक नागपुर १९४५ 
दवा, हाई हा, +द्ार हा डर 
किसी सामान्तर श्रेढ़ी में और किसी हरात्मफ धेढी 
में भ्रयम पद, अन्त पद्‌ और पदों की संख्या एकही 
है। लिख करो कि एक थरेढदी फे आदि से नये पद का 
और दूसरा श्रढी के अनंत से ने पदका गुणनफल 
न से खतंध् है ॥ 
न त, थ, द्‌, समान्तर थेढी में हों तो सिद्ध करो 
|; 





थद द्त तथ 
तथ+तदा! तथ+थदा दंत+दथ 
दरात्मक श्रेढ़ी में हैँ ॥ [नागपुर १९३९, 


(१४७) यदि का -खरगर् और क, ख, ग॒ ग़ुणोत्तर थेदी में 


दों तो सिद्ध करो कि य, २, ल दसत्मक अढी में हैं। 


(१५) याददि य, र, लू दृरात्मक श्रेढ़ी में हों वो सिद्ध करो कि 





नव पट य स्पय । हरात्मक 
रफल-य! छफथय-र! यनर-छ 
भेढी में हैं । 


(६) यदि क,, क.,-फ+, क., दरात्मक झढी में दो तो 


खिद्ध करो कि 





# .. क, क, फ 
कल +फ३ +क, के + के +फ, 


ण्झ 


(१७) 


(१८) 


फ फ,, सेरामेड न 
रात्मक डी 
के +क, +क+ _ के, न कर + केक रे ० 

५ 

महँ। 

यदि फ, ख, ग समान्तर श्रेढ़ी में दा, य, २, ले 
कगदो 
गफ 
सिद्ध करो कि कय, खर, गल ग़ुणोत्तर थेढी में हैं । 





हरात्मऋ भेढो में हों और यदि हे कट कि 


यदि य, र, छू क्रमदाः कग, कर; फर्, खग। खग। 
गक फ बीच के ग़ुणोत्तर मध्यक हों तो सिद्ध फरो 
फि यदि फ, ख, ग समान्तर श्रेढ़ी में दों तो य* र, 
ल' भी समान्तर शेढी में होंगे बौर रतछ, लप॑या 
य+र हरात्मक श्रेढ़ी भे दोंगे [मद्गास १८९० 


६.५. प्राउतिक संख्याएं (गए ग्रणा॥007)-7 


२, २, ३,..०---स...--- य प्राकृतिक संख्याएं फदलाती हैं। , 


६.५१ भथम स प्राकृतिक संख्याओं फा योग निकालना! 


३, २, ३. ४,......स ये संस्याएं समान्नर थ्रढ़ो में दें जिसमें 
प्रखय १ है। अतः इन सब खेख्याओं का योग, इस समाम्दर 
अढों के स पदों क योग के सम दै। 


अतः योछ् चक्र [२+(स -१११] 


श्छ 


चर न (स+१) 


मे जा  , हि 
अतः प्रथम स प्राकृतिक संख्याओं का योग स्व र श्) 


_ के सम है 


६५२ प्रथम स धाकृतिक संण्याओं के दर्गों का योग 
निकारूना-- 

यदि अपेक्षित योग का योघ्त से आभिधान किया जाय तो 

यौस् 5 ५१९ + २२ + ३९+...--- +॑ंसर 

अब ख३-(स-१)३5८३ेल२ - शेख + १ 

इस पेकात्म्य में स की १ और उससे आगे फी अर्दा- 
भों का आदेश करने से 


१३ न-्छ्डे स्न्दे १८ है० -३३८१ +१ 
२३-१३ स्म्दे (मेरे -३२८४६ +१ 
३३-२३ स्त्के २ गे ->३३८३  +* 






-२)* -(ख-३)१८-३(स-२)* -३(स-२)+१ 
जल ->(ख-२)*-३(स- १११ -३(स - १) +१ 
स्-(स-१) लरेस' “रैस १ 

इन समीकार्सो का स्तम्माडुसार योग करने से 


थ्प 


सर “दे(१९+२९+३९+..-+स*] ह 
-३(१+२+३+ ०० +स| + सं 


“>श्योप्न “रे लएत+ १ 9स 
«« श्योत्ततन्स२ + “के >> 


नस(स+१) (ख-ह हे 


++स(स+२) (रस+ १२) 
य 
«- यो& 5 स(स+ २१२) (शस+१) 
छ 


६.५३ प्रथम स प्राकृतिक संश्याओं के घ्मों वा योग 
निफालना--यदि अपक्षित योग फा योउसे अभिषधान किया 
जाय ते 

“ योहर११+२१ +३१+ ....... +स* 
अब यद छात है कि 

सा -(स-१)९5०४स “-5स*-+छस 
(स-१)९-(स्-२)* ० ४(स -१)९-६(स-१)९ 

+४(स-१)-“* 


(स-२)६ -(स-३)४ >४(स -२)१-६(स - २) 
+४(स-२-* 


“१ 


शण्इ 





देर -२४७०४२३१-६२८३९१+४>८३-१ 
२४--१४०७४ ३८२२-६५ ३९--४ ३८२ -१ 
१४ - ०४-७४ ५१३-६२८१९+४ ४ १५-१ 
इन सब पेक्रात्म्यों के बाम पक्षों का स्तम्माजसार योग 
ब्थ्डनके दक्षिण पक्षों का स्तम्माहुसार योग 
४« स८४(११--२३---३१+---+स ) 
-६(१९+२९+ह*९ +- « +ख) 
+४(१+२+३+ -. +स)-स 
ख*सूधयोध्-६(१९+२१ +हे१ + ---+खस*) 
+४(१+२+३+ » “+ंस) -स 
सण्योत्त-घसएर+ 0 (शस २0 एस(स+ २) सर 
दर २ पर 
४ धयोद्>खस*+स+स (स+१) (रेस +१)- रेस (स+१) 
“खत (स+१) [8१ -स+१+*स+१-२] 
न्ख (स+१) (सर +स) 


बोस योद् "मे (स 90] (सा १)) 
5] 
« सिस+शा 
दर 


कण 


अतः प्रथम स प्राकृतिक संण्याओं फे घननों या योग 
प्रथम स प्राछतिक संख्याओं फ योग का वर्म द्ोता है | 


६.६ य सकेतना [> 7०४#०४]-- किसी भी श्रेढ़ी पा 
सामान्य पद उसी पद फी संप्या का ध्ित द्ोता है। अतः 
यद पद और पद्‌-संय्या झात हो तो भेढा इस रूप में छिखीं 
जा सकती द-- 


उदाहरण--- 
ह 2६-35 
(१) १+२५३+ --« +(स-१)+स ** यष 
ध्म्या 
2. 82.0. है. हद का तन दु ४ 
७) ३7६ हद है इंकार  शुइपक 
घघझ्स 
- थ--प-र 
का यरऋऋ 4 
छ्स्डा 
(३) क+(क+च)+(क+स्थ)न «*+*** करनस- रच) 
५ 


ध्च्या 
+(क+स-श्य) + यू [कि+ (घ- श्चो 
ध्स्टक ] 
य सेकेनना दत्त घेढो फे सामान्य पद के पहल 
जानी है और घह्द, सामान्य पद से दिखाए गए प्ररूप पर्दों के 
ये वा फाम दती दे । 
ख़ुतथ्यता फे लिए योग फरण आरस्म करने घाले पद की 


र्ट८, 


झरूयया सकेतना के नीचे ओर योग कर्ण के मन्तिम पद की 
सरण्या संकेतना के ऊपर रखी जाती है। 
ध्म्य्व 
मतः य धघ* का निर्वेचन (६९797०89 07) इस 
ध्ह्) 
अकार है-- ध* रूप वाले सामान्य पद में थ कौ १ से स तक 
हाँ देने पर प्राप्त दोने वाली श्रेद्ा का योग मिकालता 
अभीष्ठ है । 


” ६.७ कुछ साधथित उदाद्ृरण-- 
उदाहरण १-- क, फ+च, फ+ श्च, -.- इस थ्रेढ्दों के प्रथम 
ख पदों फे वर्गों का योग निकालों। ४ 
अपोाक्षित योग का यो से अभिधान करंने पर आगे लिखों 
समता मे दक्षिण पक्ष को भर्दा शात करनी है। 
यो 5 क*+(क+च)*+(क+ शेच)१ + ... 
_क+(सल-१)च] 
इस श्रेढ़ी के सामान्य पद्‌ पर विचार करो। 
सामान्य पद्‌ प्च रु कि+ (घ-९१) च]*१ 
ल्‍ झे+चरे (घ-१)१ +२कऋ * च(घथ-१) 
«अपेक्षित योग 
ध्घ्टप 
यो - सूण्प 
ध्म्ट 
ध्च्ज्प 
यू [छ + (घ-९) च)]* 


घच्छा 


॥| 


श्र 


घष्न्त छ | 
न्थ्‌ फि'+च'् (घ-१)१+श्क च (घ-१) ३ * 


है] 
घ्म्प घचन्मस 
हा य कपकचर य्‌ (घ १)१ 
ही] घ्स्न 
घथ्त «5. 
+श्छ च* यू (घ-९) 
॥ 2 कं 
«सके प चर स्तर सं अर हैं) 
हि * १, 
न्‍ * +श्कच सप्- 
बू सके रच ््््््स्ख् ह 
+ ++फचस (स- १) 


उदाहरण २--- १२८३ ८५--२४५ ५ ८ ८-३ १८७ २८ ११ ने ««**** 
इस थअढी क स पर्दों का योग निकालो | * 
इस शी का सा पद स(रे स+ १) (४ स+२) फेसम 
है। यह पदों का अवलोकन करने पर सरखलंता से शात 
हो जायगा । है 
*« पस्+६२ सः+७२८स'+ रेस 3५» 
सको १ तथा १ से स तक अर्दाएं देने पर 
प,७६०१२+७० १९ +२«६ 


१०० 


प६१०२४१ +७३२९ +२७२ 
पस्त5६३८ सर +७३:८२स१+२/स 
इन समीकारों के दोनों पक्षों का योग करने से 
प, +प८ + पे + ««०--- +पछ 
5 ५(१२+२३ +३३+ ...... कस) 
+७(१५९ +२२ + ... +स') 
+२(१+२+३+...+खस] 


योड [फूस+ १ + १ .] १ उस(स+क 4५ (रस+१) 


+ उस ग् ४) +१) 


पके शेर +स्र) रे + हु वल ्ः १)(श्स हा १) ] 
५ +स(स+१) 


कि जा [दुख +०स+१४सघस+७+६] 





"स(स+१)(०सर२ - रेहेख +१३) 

प्र हे 

उदाहरण ३-- ह 
५+ण५०-+-५५५+ -...--०- इस थ्रेढ्ी के स॒ पदों का 


रुण्ू 


योग निषाला | 

अपेक्षित योग का यो से अमभिधान करने पर 

यो ५ + ए३ के ५५५ न॑.--०++*०« »स पदों तक 
* ५ [१+११ + १११+ ..---००» स पर्दो तक] 

दोनों पक्षों फा ९ से गुणन फरने पर 


९ यो 5 ५ [९+९९+९९९ + «५ स॒पदों तक] 
5५ [ (१०-१) + (१०९-१) + (१०१-१) 
मय स॒ पर्दों तक] 


हू ५ [१० + १०१ +१०२+..०+१ै०७ -स] 


१० (१०१ - १) 
९ 


घ्पू डर हक. 


5० सं.) - 
“ हू (१०४०-१२) - ५पस 
मु लि 22 २) - स 
& यो * टू (०४-१२) न 
पर ५९०(१०४-१) ५स 
झतः अपक्ित योग "हा जस्तएत द्दै | 
छदाहरण ४-- 
१६ + (११ +२१) + १६+२९६+३९) + «««०«* श्स 
श्रेढो का स अभियारों तक योग निषालो । 
दत्त श्रेढ़ी का घर्ये दद 
पथ 5 १९+२९-+-३५९+ ...०००००० ६2 


हब 


._ घ(ध+१) (२घ+५) 


दृ 


“णर्थात्‌ पन्च ८ व (िघर+रेघ' + घी] 
«- अपेक्षित योग 


यो बू 


घलप 
यु प 
घन 
ध्म्न्त 


यू न [२घ*+३ घ*+घ ] 


प्न्स १ प्भ्न्स ध्घध्य्त 

यु  प८ आर पर 

ध्च्प ध्म्य्स 
घर३+ घ्+ घच 

० आह] 


श्‌ [ि (स+२))१% १ स(स+१२)(शम+१) 
श्ल [ र्‌ + झ द्द 





१ स(स+१) 
6 या पलक 





झा ३ (सम+१)२ हि (स+१) (२स+१) 
श्र श्र 
स।|ख+-१) 
श्२्‌ 


१०३ 


& स. [दि (स+१)+(श्स +- १) +१] 


ि। (स+₹) 


हु (ख*+देस+२) 


स (स्+१) (स+२१) (स+ २) 
न श्र 


सर (स+ २) (स+२) 
श्र £ 


प्रश्नावलि ८ 


(१) इन श्रेढ़ियों के स पदों का योग निकालो-- 


(फो 
(ख) 
(य) 
(घर) 
(च) 
(छो 
(ज) 


ए२+४१+६९२+८९+ ....- 

१२ +३९+५२ ३-७२ + .....« 

५३८१२१+ ६) २२ +७>८ ३९ +- 
२०११+३०८२२+४ ३८ दे* न॑+ «०००५ 
र३९ +५९ +८१ + ... ..« 

१०+ 8१ + ७३ | ५८०८० 

१९१ --२१--३६ --७९ +७५२ -- ६६ + ..-«०० 


(२) यह दिखाओ कि आवश्यक रूप से १ से प्रारंम न धोने 
घाले अचुगामी पुर्णाकों की किसी संझया के 
का योग, पूर्णार्क के योग से भाज्य दै। 


श्ण्छ 


(२) इन थेढियों में संग पद और स पदों का योग निकालो। 


(की २+५+१०+-१७+ -«««« [कलकत्ता 
(खी) २+७+१७+२३+ ... ..- बिम्बई 
(ग) २+६+१५७+हे० + ..«०-० किलकता 


(४) यदि यो, -१+२५+३+--+खस और 
यो,5११+२९+३९+ ...+स* तो द्खाओ 
कि देयो, +देयो, + (स+१)-(ख+१)३ 
[कलकत्ता 
(५) इन श्रेढियों फे स पदों कॉ योग निकाछो-- 
(क) १७२+ २४३ + ह३े>४+ ... «०-७ 
(खो २७४३+३>०५ + ४२८७+.... «-«« 
(ग) १०३२४ + २२८७५०८७ +३३२८७३८१० + ««« 
(घ) १%१ + २(१+२) + ३१+२+३) + «« 
(ड) १९७८३ + २१५४ + ३१७५७ + ... 
(वे) १९६ + (१९+३१) + (१९+३१+५*) +.... 
(छ) (११+३१) + (१६+३१+५१+७*१ ) 
+(१९१+३२+५२+७२+-९२ +११२) +... 
(ज) ११ ।११+६१ | ११+२२+३२ 
रू २ डे 
(झ) (स-१११ +स-२)३ +(स-३) ३+... 
(ज) १०स' +२(स-१)१ +३(स-२)१+ .....« 
कस (१)९ 





श्ण्५ 


(६) शन भेढियों फा स परदोतफ योग निक्ाछो-- 
(कफ) ९+९० +९२९२९ + «-«०-- 
(ख) ३+३३+रे३३ + 
(ग) ६+६६+६६६+ 





श्ण्द 


सातवां अध्याय 


द्विवात समीकार 
(पुपडतेचँ० ९्वुण४घ०४७) 


४७.१ पक अशात राशि के समीफार मे यदि अज्ञात का 
डशवतम घात दो 


ल उस समीकार फो उश्त अशात का 
द्विघात-समीकार फहते हैं। 

उदाहरणायें कयर +खय+शर->० यह, अशात थय का 
द्विघात-समीफार हे जिसमें क, ख., ग ये अचल छँ। 
परख स्पतन्त्र पद्‌ ग, समीकार का अचल पद्‌ कहलाता है। 

७.१९ द्विघात 
द्विघात-लमीकार चः 
छात राशियां है । 


नसमीफार का साधन-- मान छो दत्त 
पयकखयन+ग--० है, जिसमें फ, ख, गे 


पेत्त समीकार का यर के गुणक क से भादि से अन्त तक 
फरने पर समीकार का रूपान्तर 
ख ग_ . 
पके कप + कछूत० भें होता द्दै। 


१०७ 


अग्र चाम पक्ष में २६ कर्थाव्‌ थ के आधे गुणक का 


चर्म जोड़ो और घटाओो । उपयुक्त व्यवस्थापन फरने से यद 
फल ग्राप्त दोता है। ५ 
खर्-छकग 
न >न 2 नव जी. 3०402] 
(्य ) छ्का 
च्न्जे <ख"१-४च्ग 
श्क् अ/४क* 
[धरेमूछ निस्सारण करने पर 
“>ख+ /छ-छञ्ग [ 5. का पक्षान्तरण 
श्क्क श्क 
करने पर 


फ, ख, ग के पदों में व्यक्त, य छठी इन दो भर्दाओं से 
दत्त समफार का सम्राघान द्वाता दै। ये सम्रीफार फे मूल 
कहलाते हैं 


७.६ साध्य-- क्सि भी द्विघात समीकार के दो से 
अधिक मूल नहीं होते । 

विछले भनुन्छेद में यह देखा जा चुका है कि 

फकय  +खय-+-गरू० के समान द्विघात सप्रीकार फा 
समाधान परने वाले दो रूल प्राप्त दोते हैं । 

यदि संम्रप द्वो तो मान ला कि द्विघात समीकार 

कय' +सय+गर० के तीम भिन्न सूछ अ, आ भीर 


* य+ 


अथवा य 


इ्दँ। 
प्रत्येक मूल से सप्रीकार का समाधान दोना चादिए 


इस'लछण 
श्०्८ 


कञष्+खुअनणशत०......०--५०००००००००००-००(१ै) 
फआप+खन्न + गत ०.५ .------८०+_न्‍न्‍-- नर 
फ इ्+ख इ +शतरू० 
(१) मेंस (२) घटाने पर 
पु क(झअर-आर२)+खर(भ-आ) ० 
(म-आ) से इसका भाजन फरो, जो अ # भा के कारण 
उपकल्पनानुसार शून्य नहीं है। 





“ क(अ+आ)+ख ०... ... ...«--०-००००००५००- (४) 
इसी प्रकार (२) तथा (३) से 
के (आ+इ)+ख ०... ....००००-०००००००००० »«५) 


प्राप्त छोग। अब (५) को (७) में से घटाने पर 
क (अ-इद)+०......-०-०००४नन्‍्>त>+> ++ दि) 

अय (६) जैसी दुश्ला के लिये क ० अथवा अ-इ-० अर्थात्‌ 
अर इ होन। चाहए। ये दोनो फल उपकल्पना के विरुद्ध हूँ 
फ्योंफि फर० दोन से समाकार के घात का प्र«सन होता दै 
मर अऊ़४डइ ! हि 

अतः 'द्विघात-समीकार के तीन मूल हैँ! यह फल्पना 
अदगत है। 

अतः द्विघात-समीकार के दो से आधऊ मूर नहीं दो 
सफते। 
छदाहरण ३-- य* - य -६७० या साधन करो। 

यहां क ₹२९ै, खत : है, ग  -६ 
गतः रत ४ी+ रेड, १५-४१३+र४ 
इ छू 


१०९ 


ये वो मर्दाएं दे 
<“ यरई अथया “२ 

उदाहरण २-- रेय९-देय-३5०० इस द्विघात समीकार 
का साधन करो। प 


यन रे 2९+२१ 
छ 


«हे 3: ४३ 
छ 


७.२१ द्विघात-समीकार के झुलों का पर्णशलोचन-: 
भ तथा आ खे क्विघात समीकार कय' +-खय नंगरत० 
मूलों का भाभधान करन पर 
>ख+ /४ख' -उपग 
श्क 


त 
-छख- “खा -छक्ग यह लिया जा सकता द्दे 
॥ श्क 
- बरणी चिद्द के नीचे की राफी (खरे -धकरग) फी 
घिचार करन पर ये दश्शाएं संभव हैं! 
(१९) यदि (ख१-४क्रण) यद राशि घन दो तो इसका 
चगमूल निकाला जा सकता है। 
(६) यदि (स्व'-७कऋग) पूछ घर्ग हो तो समीकार के मूल 
चास्तावऊ, पारेमेय भीर भिन्न दंगे । 
(है) यदि (ख"-४करग) धम राशि दो परन्त पूर्ण यर्म 


के 


सकते 


आस 


शश्‌० 


न हो तो सभीकार के मूल यास्तायेक, अपरिभेय और 
भिन्न होंगे । 


ल्‍< का ख 
(२) यादें ख*-४कगर>० तो प्रत्येक्त मूल - दर के सम 


होगा। अतः इस दश्शा में मूल वास्तविक और समान 
द्ोंग। 

(३) यदि ख*-४काम ऋण हों तो इसका वर्ममूल फादप- 
निक होगा। इस द्वशा में दोनों मूल संकर भथवा 
का्पनिक होंगे । 
इन फलों फा सारांश यद है-- 


>> 
स्वर झुधकंण के अनु सार ख* -४कग घन, घूम्य मथवा 


ऋण होगा। 
अतः यदि ख>४करा्, तो मूल वास्तविक और 
असम होंगे। 
यदि ख*--४क ग तो मूल वास्तविक और समान होंगे। 
यदि ख*<:४क ग तो मूल काल्पनिक अथवा सकर दोंग। 
इन परीक्षाओं से, समीक्षार का साधन किए बिना मूलों 
स्वरूए का निश्वय किया जा सता है। अतः 
(१-४ क ग) को द्विघात-समीकार का विवेचक (का४8ट८सं- 
ग्यांग७70) फद्ते है । 
आलोक-- विद्यार्थियों को यद्द ध्यानपूर्वरः समझना 


4 


चाहिए कि परितेय और वास्तविक शुणकों बारे क्षिघात 
न्श्र्हू 


में अपरिमेय अथवा संकर मूल युस्‍्मों में झाते हैं। 
ढदाहरण रै--दिखामो कि समीकार २ य*१-रेय न॑ पतणफा 
सम्राधान य फी वास्तविक अर्हाओओों स नहीं दवोता । 
दत्त समीफार भें फक्८२, सन -३े, गर५ 
अतः ख१--४ क ग॒ 55 ९- 8>२४८५ 
क बज - रहे व 
क्योंकि विवेचर् ऋण है इसीलण समीकफार के मूल 
खसंकर है। अतएय य की यास्तविऋ अर्दार्भो से समीकार फा 
'समाधान नहीं द्ोता । 


७.३ द्विघात-समीकार के मूल्यों तथा गुणकों मे सम्बन्ध-7 
यदि अ तथा आ। कय*+खय+गर० के मूल दो तो 
>>ख+ «जय - है 
थे 77“ दुछ्ु + «- (१) 
श्फ 


नशा - “किरण उप 
20»%246%4202.3 ली (2) 





(१) और (२) फा योग फरने से 
अकआ व. “ ४ख पका "खन ४खो-छक्ग 
श्क श्क्क 
न 265 
ना ४स् - व -ख- ४खर -छकग 
श्क 








डे एच 


शक 


श१२ 


ज् 


कल 
(१) जोर (२) फा गुणन करने से 


झ भार [ “रखने ४ख* -४फण 
श्क्क 


ल्‍ [ “>ख-४/खर- एकल | 
श्क 


ख' _ खर -४कम 
कर ध्क्को 

ख' _ खा . ४भंग 
४क्क'. छक्रो. ४का 


॥| 


अतः मूलों फा योग 


ट ग 

यूछों फा सुणनफल 

७.३१ अन्यथा (७॥४६००) यदि थे कथा था समीकार फे 
मूल दो तो (य- मम) थीर (य- भा) दी समीकार में पामपष् के 
शण्ट दीन चाहिए । मर्यात्‌ (प-थ) (य- था) पे गुणनफलछ 
को धत्य दे सम फ्रने से लो समीषार प्राप्त होगा पद 
दस रामीकार फे समान होना घाद्िए॥ 

अरह (प-भ]) (य-मा)5८- ० 


3१३ 


५» अथया य-(मर+अ) यम आत्त०-- ०] ४“) 
किन्तु दस समीक्वार कय१+फसय+गरू०, के से भाजन 
ऋरतने पर इस प्रकार लिखा जा सकता है -- 


यषक य+ 5-5० ............. मिल न (रे 
कफ 


खमीकार (१) और (२) सर्वाँग सम हैं । 
बोनों में य* फे गुणक समान हैं इसलिए दोनों में संयादी 
चदों के गुणक् भी समान दोन चाहिएं॥ 


अतः अ+आनछ - | 
ह] 

स#आार्क्ओ, 

कक 


जो फल पहिले दा प्राप्त किए गए है। 

झतः यदि द्विघात समीकार में य' का गुणक एक द्वो तो “४ 
(१) मूलों कर योग य के गुणक के सम किम्तु विपरीत 

चि6ढद्ष का दोत्ता है। है 
और (२) मूलों का शुणनफ़ल समीकार के अचक पद के 

सम होता है। 


७.७ दत्त सूलों से समीकार यनाना-- 

मान छो अपक्षित समीकार फ मूल अ तथा या हैं 

अतः यन्‍ञभ जोर यजूआ, इन अर्हाओं से अपक्षित 
समीकार का समाघान होगा । 

अर्थात्‌ समीफार के चाम पक्ष को पद घेंदति में (यम) 


श्१ड 


और (य-अएऐ खण्ड हैं ९ 
अथवा समीकार का रूप 
(य-आ) (य-आ)र-० होगा। 
अथबा य - (अक+ओआ) य+ अ २८ आरू ० 
अतः जिम्त समीकार फे मूल दिए हों उसका रुप यद्द 
१ > 
य३ - (मूलों का योग) य+(छूलों का झुणनफल) ८८० 
अब जिश्के सूठ दिए गए दो वह समीक्षार बनाया जा 
सकता है । 


उदादरण १--ऐसा समीकार यनाभो जिसके मूछ २ तथा 
पक रू हो ॥ 
अपेक्षित समीकार (य-२) (य+ ट ल्‍०्है। 


5 
यर---य-श१स्० 
क्र १ 
अथया रेय१-रेघ-२८४० 
गथवा समीकार इस रीति से भी प्राप्त फिया जा सफता 
है 


मूलों का योग ८ ४+९- ने 
सूलों का गुणनफलछ ८२ ( -शे ० नई 


श्र५ 


<« अपेक्षित समीकार 
रे के 
यः दाता १८5० ४ 
अथवा श्य*-रेय-२० दै । 
यदि मूछ अपरिमेय अथवा सेकर हों तो दूसरी पद्धति 
अधिक उपयोगी दोती दै। 
छदादरण २-- ऐला समीकार यनाओं जिसके मूल २7४ 
और २- *रे दों। 
मूलों का योग २+ ४३न२- ४हे 
न्न्छे 
सूलों का ग़ुणनफ़छ +(३+ /३) (२-२) 
स्क्छे+रे 
न्त्रै 
>. य५-७य+ह६१ +२० यह अपेक्षित समीफांर है 
लदादरण रे-- ऐस्ता_ समीकार बनाओ जिसके मूलछ 


-२+रेश हों । 
सूछों का योग 5 [“२+रेश]) +॑ [-२-श्श)] 
बन्-छे 
मूलों का झुणनफल *(-२+ रेश) (-“२-शेशों 
ब्छ-पेद्ार 
नन्छ+९ [४ छत “है 


न्त्शैरे 
अतः य" +धय +१३८-० यद्द अपेक्षित समीकार है ॥ 
श्श्द 


७.५. पक के घनमूल (009७ 700६ ०६ पएणं)-- 
मान छो य एक का घनमूल है। 
| 34/१ 
अथवा य%:-१ 
अतः य १०० इस समीकार का साधन करना है । 
»« (य-१) (यर+य+१) पू० 
“- य-१८०, अर्थात्‌ य--१ 
अथवा यश +य+१- ० 


अर्थात्‌ यर-._ १्‌ ध्््ज &- के 


अतः एक के घनमूल १, जज है 


प्रत्यक्ष घात क्रिया (६०ाश! ३एए०ए४ा०४७) से यहां 
दिखाया जा सकता है कि इनमे से प्रथेक अह्ा घनित 
(००७४१) करने पर एक कफ सम है। अतः एक के तीन घनमूछ 
होते हैं जिनमें एक वास्तविक और दो खंकर 
होते हैं। 

यादे एक के काल्पनिक सूछों फ्रा थ तथा झआासे 
अभिधान किया जाय तो अ तथा आ, य*+य+१८७-० 
इस द्विघात समीकार के मूल होंगे। 


अबअ#ओआ रई३ .. ० ००नन्‍वनने ननन--+ “०-००-(१) 
(१) के दोनों पक्षों को अ* से गुणा करो! 
“, आ३>< आ+>5 अरे 


रश७ 


_किग्ठु भ्र॒ एक का घनमूछ है, इसलिये 
5 भरज्ऊर 
मय आन म१५०५०-०० ०० नल नाल लए 
इसी प्रफार यद दिखत्या। जा सफवा दैफ 
अन्‍च्आर ... .«००-० ००० न नह कह ट११ १ (रे) 
(२) और (३) से यद्द शात द्वोता दे कि अ ओऔर'आ एफ 
दूसरे फ धर्ग है। अतः एफ फू सकर घतमूल एस प्रकार के 
है किथ एफ दूसरे के वर्ग दांत हैं। यह रूढ़ि दैल पक के 
घनमूरों फा आमिधान १, भो तथा ओ* से किया जाय) 
क्योंकि य*+य+१-० इस समीषार फी समाधान 
ओ से द्चोता है, इसलिए 
और + औ + १ न्त० ०5०० ल हट कि । 
समीकार (3) यद बतलाना है कि एक फे तीनों घता 
झूछों फा योग शत्प के सम दोता दै। 
घुनः ओो तथा ओ* 
य*कय+१० के मूल दे 
«“. ओ>ओ* +-ैै 
अथगपयां 3--5है 
अतः ये फरछ प्राप्त दोते ैं-- 
(१) एफ के दोनों संफर घनमूछों फा शुणनफलछ पक के 
सम द्वोता दे। 
(२) ओर का भत्यक पूर्णाक घात पक के सम दोता दे। 
७.७१ यह जानना आवश्यक है कि भोके छत्तरोक्तर 


११८ 


घन पूर्णांक घात १, भो अथवा ओ' होते हैं 
पयोकि यदे स ३ का अपचर्त्य (ए्रणभंगञा०) हो तो 
उसे ३ घ इस रूप का होना चाहिए जहां घ घन पूर्णाक है। 
लए > [ओ]?घ - [ओश]घ 
च्न्र 
रदिस ३ का अपवर्त्य न दो तो उसे इघ+१ अथवा 
३ घ+२ के सम द्वाना चाहिए । 
पादे स+रेघ+ १ तो 
(ओो)। > [मो] ?ध++ - [ओ]२प +८ भो 
ब्ल्यो 
जौर यदि स--इघ+२ तो 
[ओ] «[ओए [जो जो 
स्ज्मोर 
डवदरण १-- क*+ख वा रेखोय खण्डीकरण करो। 
क्र +सत३०(क+ख) (क*-क्ख+- ख*ः) 
+(क+ख) [क+(ओ+ओर) कख + ओ ग्ख्गपु 
[/ओ+ओर९ > - और लो? «१ 
++(क+ ख) (क+ ओ रत) (क+जो*ख) 
४« कौ+खर->(क+ख) (ऋ+ओ ख) (क+ओ'ख) 
दाहरण २-- यदि १, भो, ओ' पक के तीन घनमूल हों 
तो दिखाओभो कि 
(९+ओश]२८--१ 


श्र 


अब (१+ओ]२-१+ओ१ +द्ओ* (+मो0 
सू१+ओ९+ इओप + शो 
१+१+ शओ * + रेओ 
[बोर १ 
उ+२+ रे (ओ*+ओ) ,« 
सू२+ ३ (-१) 
[ ओ+झओोस+ १६ ० 
न्न्न्रैँ 
अन्यथा इसका साधन इस प्रफार किया जा सकता रे) 
श्कओ+ओर ८४ ० 
१+शओोौ*++-भथो ४ 
अतः (१+ओ+)३२ (-ओ)* 
ब्फ न्ञमो३ 
ध्लीक 


७.६ अनुच्छेद ७३ के फल महत्वपूर्ण है क्‍योंकि क्र 


सद्दायता से दतच द्विघाव-लमीकार फे मूलों को घारण ये 
घाली पद्संदहति की अर्हा निकाली जा सकती है। नि 
लिखित उदाहरण घोधात्मक एु-- 

घदादरण १--- यदि अ तथा आ, य*->तयकय कह 


के मूल हों तो इन पदसंदतियों की मर्हा त और थ 
थदों में निकालो -- 

(१) अ९्+अ>जआा +मआा* 

(२) भर कझा रे 


शरण 


5 


(३) अध्+जमा* 
दत्त समीकार में गुणकों और मूलों के सम्बन्ध ये &ैँ -- 
|; अ+आच्त 
/ अश्आचन्यथ 
अब * |» 


(१) अर्कभ ८आ+आ' ल्ञथ्+ रत २ आक+ आप - जम» आा 
४ जन्‍ू (अ+आ)१-ज>आ 
जःतस-थ 
(श) आअर+आरे 5>(अ+आ) (अर -अ ५ आ+ भा) 
ज[भ+आ]अर+ रेअ २ आ+आ* - रेश २८ आ] 
न थि+आ] [(अ+णा)? - इञ » आग 
न्त तर -रेथ] 
न्ततर-श्तथ 
(२) आ४+आर न्ञष्+ऊआ*+श्झर » आर - शेभप आर 
_आि+आर] -शेअः /८आर 
हि ब्[अप्+आर+ रेअ  आ-रअ € आ]*१ 
> र्ञर ८ आर 
ज_ [((अ+आ)१९१-रेझ २ आ]२-- श्भ१ » आर 
न [तर - श्थ]१- श्थ* 
चनूसल*ं्-छतबप्थ+धथर - रथ 
गि तर -छतस्थ+स्थर 


श्र 


२-- यदि भू और था, कय* +खय+गर० के मल 
हों तो एता समीकार वनाओो जिसके मूछ (म*+आ), 
(अ7'+आ 7?) हा। 
पयोकि कय'"+सय+गर० फे मल म और मा दें, 


इसलिये अकशआ रू -- रक 


ग 
अश्ट्या नह 
अपेक्षित समीकर में 
सूलों का योग +(अ२ +आ?) +- ( हक व्यं 
आअ१+आर 
अरे > भा 
रे अप्+आर२)(१+अ१आ') 
आौ > आा* 
हक [(भ+थआा)९- रथ २ बा [फ््ाआा +आ)९२- श्थ २ आ][शश्मश्माभे 
3१<८आौ*, 


(््ध हा 2) 5 हक 


कक 
ज स्व शक गे) (कर +गर) 
सतत + कक 2 


ब्थष्+आा + 


खलों फा गुणनफछ 
श्रर 


>(अ*+आर) ( 


आ' 
>_ अर +आ गे) 
अं २ जा 
>_ [(अ+आ)१ - रेअ २ आ] ९ 
आ(६ > आर 
के कक ] 
श्र 
के 
(खा -रेकग)९ 
किए 0-2 232 
कगो 


अतः अपक्षित समीकार 
__ (खर - रेकग ) (१ +शा*) 
"दा क्गरे 


(खर- रेक््ग)९ 
कगर 
अर्यात्‌ फप्य'य' -(स-रकग) (फ'+ग')य 
+ [स्व -रेक्ग)१ ०5० 


ध्न्० 


७६८३ यदि समोकाश कयर+खब+गरः ०केमूल 
(१) मद्धत्ता मे समान फरतु ।पपरीत चिद्व क, हों, 
(२) परस्पर व्युत्कम हों, 


श्ब्रे 


अथवा (श) एक मूल दूसरे के म वार हो तो आवश्यक 


अतियंध 
(१) अब मूछों के मद्तत्ता में समान किन्तु विपरीत चिह्ध 


के होने फे दिए उनका योग शुस्य के सम होना चाहिप्ट। 
अर्थाव्‌ अ+आर२० 


ब्न्छ 


| 


अतः “- 


ड् ब्ब ७ 
इसलिए यदि खर-२० हो तो फपस+खय+गत० इस 
समीकार के मूछ मदता में समान किन्तु विपरीत चिद्ष 
फे होंगे । 
(३) मु्ों के परस्पर व्युत्तम होने फे लिए उमका गुणन- 
फल एक फे सम होना चाहिए । 
अतः अ>(आ १ 
.ग. 
े ् कै 
अथवा ग हक 
/. यदि गरक तो द्विघात-लमीकार के मूल परस्पर 
व्युत्कम होंगे। 
(३) मान छो आतल्म>टम 
+-(प) 


«४. अकमरूथत नं... ० लननल हा 
कक 


खोर म>८ अ' बन मिस 


श्र 


(१) और (क) मे से ज का निरखन फरने पर अपेक्षित 
प्रतिबंध प्राप्त होगा । 


स(+मीत-हू 


झअः (६+म) ८ -_८- 


(कमी खरा [ इ>२ 
कश्म क्र हर 
मस््र* ल्‍फग (१+म)5 

यद्द अपेक्षित प्रतिवन्‍्ध है। 


प्रश्षावलि ९ 


(१) इन समीकारों के मूलों का स्वरूप निश्चित करो मौर 
उनकी अभर्द्ाएं निकालो-- 
(ये) य१- एय- ३७० 
(छ) य* - रेय-- २५० 
(ज) यरे - १४य+ ४९७० 
(झ) य*४-२१+ १०२० 

(२) ऐसे समीकार वनाओ जिनेक मिम्न-लिखित मूछ हो। 
(चयं) ५,७ (छ) -३,४ (ज) -३, -५ (हो १८ ४२ 
(८2) “२३ (5) ६३+#'डा (ड) -३+रदा 


श्श्ष 


(रे) 


(४) 


(५) 


(६) 


(७) 


(८) 


(ढ) ८ वा+२४श्स 

मे पी किस अर्हा के लिए समीकार 

य'-२(५+ रेम) य + दे (७+ श०म) ० के मुल 

(थे) समान (छ) परस्पर स्युम्श्नरम (ज) मध्ठाम समाव 
किन्तु विपरीत चिहद्ठ के दोंग। 

यदि दविघरात-समीकार 

(कमा +ख)य'+रेमगरायन कर (ग'-ख')7० 
'के मूल समान दो तो दिखाओ कि 

गे लत कम कखर 
यादि समीकार य*-तथ+थ* ८० के मूल यास्तावेक 
हों तो दिखाओे कि त, "रेथ तथा कच्थ के यीच में 
नहीं रद्द सकता । 
यदि समीफार यष+सयकथर० का पक मूल दूसरे 
का घर्म दो सो सिद्ध करो कि 
सश्-थ (श्त-रै)+ थ €० 
*... [पढ़ना ए९टे९ 
यदि समीकाए फ्य'+खयन+ंगर० के मछों 
निष्प्ि न! हो सो दिखानो कि न समीकशार 
फग न१+ (शेकग-ख") नरक कम २९ का समाधान 
करता है। 
यादि समीकार फय'+खयकंगतत० के मूलों की 
निष्पक्ति फक,यष+ख,यत्रग,7१० के मलों की 
पिष्पत्ति कु समान दो तो दिखाओो फि + 
ख'ग, _ ख ग 
क्क क 


ज्रदे 


(९) 


(१०) 
(११) 


(१२) 


(रे 


(१७) 


समीकार कय*+खय+ग--० के मूलों के लिए प्रति- 
थघ विकालो जर रे 
(१) दोनों धन हों । 
(२) एक घन तथा दुसरा कण हो, पर महत्ता में 
चघनपमूल की अपेक्षा बडा हो । 
समीकार यर-श१०्य+१०० के सूलों का योग, 
अन्तर तथा ग़रुणनफल निकालो ॥ 
यादें समीकार कय*+खयकगर० का एक मूल 
दूखरे के तीन यार हो तो दिखाओ कि 

३ खर८ १६ कग 


यादि फयर +खय+गर-० के मूल अ तथा आ हों तो 
निम्न पदर्खहदियों की भर्दाएं क, ख, ग के पदों भें 
मनिकालो । 

अब आर 
(व) अ"+जा* (छ) का पा 
(जो भधु भा + अगर 
यदि समीकार य*+मय+म"+नर१ ० के मूल अ 
तथा आ हो नो दिखाओ कि 
(१) अध्+भ>%आ+आर> -न' और 
(२) अ"्+अप्ञा१ + आर जून (रेमे+ रन *] 

बिम्बई १८९० 

यदि भें समीकार य*-तय+थरू० के मूल भ और 
साईं 


श२७ 


(१०) 


(१६) 


(१७) 


(१० 


6) 


१३. ३ ञअआ अप _आ' 
(च) अर क्षे (छ) जाई ध्गे (ज) आप अष् 
की अर्धाएं त और थ के पदों में निकादो । 
यदि समीक्ार य*-य+१०० के खूछ थ और 
आ हों तो ऐसा समीकार वनाओों जिसके खल 
श्क्थ श्कओआ 
झट आप! 
यदि य*+य+१८० के मूछ अ और आ दोंतो 
एसा समीफार यनाओो जिसके मूल स््क्र सिक्लां 
थदि कय* + खक+ गर-० के सूल थ॒ तथा था हीं तो 
ऐसे समीकार घनाओ जिन के मूल ये दो 
र्‌ है... 
0) कल्पना आजा 
(२) (अ+जा)१, (अ-आा)१ 
यदि सप्रीकार य*-तय+थ+० के मूछ भ और आ 
हों तो णसे समीकार वनाओ जिन फ स्टूल ये दो 
झा पक १ हाई, 
९) क्का हल पीकना फिनक्कक आर 
(९) बक,द आऊंड 
यदि समीकार 
य"-(१+त')व+३(१+ त*+त १) मत? 


श्स्ट 


यध-यकर नत्ि १ कल बीच में 
कषफियक रे न पद्संहति दे तथा हू के बीच में 


रहती है। 


यर्-य+?₹ 
मान छो अच्य्यन ३ 
». थर३-य+१३ | र(य*+य-+९१) 
य(१-र२)-य(१+र) + १-०० कि 
क्योंकि य, केघछ वास्तविक अर्हाएं. ग्रहण करता हैं। 
इसलिए इस समीकार के मूल चास्तविफ होने चाहिएँ! 
अतः इसका विवेचक घन द्ोना चाहिए! 
अर्थात्‌, (ह+२)१-७(१-२)* घन होना याहिए। 
१+शर+र२९-४(१- रुरन-२*) धन छोना चाहिए। 


ण्म्यू्‌ 


- देश +१०२-३े चन होना चाहिए । 
शेर -१०२+ मे ऋण छोना चाहिए। 
(३२- १)(२- रे) ऋण होता चादिएए। 
यदि (१) ३९-१ घन हो 
कौर २- हे ऋण दो 


अथवा (२) ३र-१ ऋण हो 
और २-४३ घन द्वो तो यद् सेमव दोगा। 


प्रथम दशा पर विचार फरो 
३२-९१ घन द्वोना चाद्िप्ट। 
“-देर>>र कल 


श्र० « 


१्‌ 
अधवा २>पू अर्थाद्‌ र३. ् 
जोर २-३ ऋण द्वोना चाहिए 
र-<-ह अर्थात्‌ २4:३ 
स्फी इ+ए<३ एसी बर्हाओं से दोनों प्रतियंधों 
का एक साथ पालन दोता है । 
दूसरी दशा-- 
२-१ ऋण दोना चाहिए! 
थदि ३१२<४१ तो यद संभव है । 


अर्थात्‌ २< 


हप 

खीर २-३ घन दऐना चादिए। 

यदि २>३ तो यद्द संगमव है। 

यदि र<< ओर तभी २>३ तो दोनों प्रतियंघोंफा 


पालन दो सफता है विन्‍तु यद्द असेगत दे । 

इतः र फी. ध्योत्‌ पसहति की अर्दाों पे लिए, 
प्रधम दा से सीमापे धास शोती दे । 

छ.4८ चित सहात के दिए में परियतन-- ये फी 
घासतदिद सहा्ों के मसिए परदसंहति पय* +श्य यकग वा 
दद्ध सप दद्दार्मो में 5: के एयेद पेर सरमान होता है झेयल 


श्३्२ 


, उस दशा को छोड़फर जहां समीकार फय+खयकरगर० 
के मूछ वास्तविक तथा असम हों और य की भर्दा उन के 

यीच रद्दती हो, इस दज्ञा में पद्संद्ति का चिन्द्र का के 
डिन्द्र फे विपरीत होता है। 

दशा १--मान छो समीकार फय*+खय+गर० के 
खूछ बास्तविक्र और असम हैं और ये क्रमशः भ तथा भा 
के सम हे। मान छो ज, था से वदा है' 

पद्सहति फय* +खय+ रा 


कक क[यों क-जय च्टट] 
के क 


नाक [यर-(म+आा) य+अ><आा] 
रफ [>>] [य-आ] 
यदि य फी अर्डहा मूठ ञ॒ से यही हो तो यल्‍्भ 
तथा य-आ दोनों ही घन होंगे और यदि य मूल आा 
से छोटा दो तो अ>भा रहन फे फारण य-अ और य> भा 
दोनों ही ऋण होंगे | अतः प्रत्येक दशा में गणनफल 
(य-ज]) (य-आ) धन होगा । 
अतः इस दशा में फ (य->अ) (य->आ) फा चिक्क फे के 
लिद्ध के समान है । यत्तः जब य की अदा मूल अ से बंदी 
और सूल भा स छोटी दो अर्थात्‌ जब थ मूछ भ और 
मूल आय के बीच नहीं होता, पदसद॒ति 
फय९+श्यय+म फा चि़ क के चिढ्व फे समान होता दे। 
अय य फी मे और आ के वीच की अर्धार्मों पर 
विचार करो। 


श्श्र 


अब अ >य>मा 
अतः इस दशा में खण्ड य-अ ऋण होगा और खण्ड 
य-आ घन होगा। 
» . अतः गुणनफल (य-अ) (य-आ) ऋण होगा। 


4 


अतः क (य-अ) (य-आ) का चिढ् क के चिह्न के 
ए्रवेपरीत होगा कौर इस दइए में पदर्सहति का चिह् क के 
पचह् के विपरीत होगा। 

दशा २-- 

मान छो अजय 

जब कय* +खय+ग क (य-अ)*१ [>अच्झा 

क्योंकि य-अ)* य की सब वास्तविक अर्हाओं के 
लिए घन दै इसलिए पद्संहति कप +खय+ग का चिह्षफ 
के चिह् के समान होगा। 

दशा ३े-- 

मान लो समीकार कय*+खय+ग २० के सूलछ 
संकर हं.] 
इस प्रतिबंध फे लिए. ख*-४कग ऋण होना चादिए। 


| 


| न 
अब कय* +खय +ग--क।| य॑ +- कक ्््् 


गज सब) * राख 
>क|[ य+ इक) “के कर | 


_क[(व+ हुक) उक्त “| 


श्र 


क्योंकि ख*-४फर ऋण है इसलिए ४कग-ख' धन 
है 

अतः य की सब वास्तविक अर्दार्मों फे लिए 

हा 'कग -- रे पदसंद्रति 
(ब+ हक) +कैग_ख थन है। अतः पद 
श्र कम 

कय* + खय+ग का चिह्ष क के चिद्द के समान है। 

उपयुक्त पर्यालोचन से यह निष्कर्ष निकाला जा सकता 
है कि यदि खर - ४फग ऋण अथवा शून्य दो अर्थात म्र्ल 
संकर अथवा वास्तविक और समान द्वो तो पदु्सहाति का 
चिद्द, य की सब वास्तविक अर्हाओों के छिए क फे चिह्न के 
समान दोता दै । 


७.८१ यह पहले द्वी बताया जा छुफा दै कि यदि 
सभीफार कय* +खय+गर० के मूल अ और आ हों 
पदसंदति कय'+सयक्ग फो क(य-अ)(य-सा) में 
व्यक्त कर सकते &। अब समीकार फय* +खय न गरतत० के 
मूलों के अर्थात्‌ अ और आ के (१) वास्तविक और असम 
(२) बास्तविक और समान (३) संकर रद्दने के अचुसार पद 
संहति कय* +खय+ग फे खण्ड क्रमदाः (१) वास्तविक और 
असम (२) वास्तविक और समान (३) सेकर रहते दे! 

अतः हि 
(१) यदि खव१>छकग तो फय'क+खयकंग को यो 
पिप्रिन्न और वास्तविक खण्डों में यांदा जा सकता दै। 

(२) यदि ख*>छकग तो फय+खयकंय को दो 


श्र्० 


चास्तविक और समान खण्डों में बांदा जा सकता दे अर्थात्‌ 
कय* +खय+गम पूर्ण बर्ग होगा। 

(३) यादि ख* <४कग तो कूय* +खय+ग फो दो रेखीय 
(॥76४०) और चास्तविक खण्डों में नहीं वादा जा सकता। 


७.९ य और र फे छ्विघात-श्वित का रेसखीय खण्डीकरण 
इोने के लिए प्रतिवन्ध निकालना । 


भान छो कय* + रेजयर+खर' +रछय+ रेचर कग 
220 व व ओ तर 
य और र फा द्विघात-श्रित है। 
इसका य के द्विघात-श्रित के रूप में विन्यास फरने पर 
फकय* + श्य (ज्र+छ)+खर* +- रेचर+ग प्राप्त होता है। 
यादे कफ #४० तो आदि से अन्त तक क से गुणा और भाग 
फरो 


ह य [कि श्य१ + रेफय(जर+ छ) + कखर* + रेकचर +- कग | 
अब य के पदों का पुणे वर्ग करने से 
रे 54 
क्ष [कप +जर +छ) +फखर*+र२कच र+कग - (जर + छ) ] 


प्राप्त होता दै। 
इस के इस रूप में (लिख सकते हेँ-- 


के (कर +जर कऊछ)! ८ रस (जन -करख) 


+रेर (जछ - फच+ (छ* - कर) > | 


श्श्५ 


अथवा 
ध् [(क्य + जर +छ )* 





२' 
->(४रुग्ज-कज]+ रुएत्नछ> को +छ*- कम 2; 
अय दो घर्गो का अन्तर प्राप्त झुआ है जो दो सण्डों के गुणन- 
फल के रूप भें व्यक्त किया जा सकता है। 


5 
क्षतः द्ध2 (कय+र+छ) 





+ “रु तन - को + रसजछ- क् + (छ - फेंग. ] 

थे दो खण्ठ धाप्त होते दें। हि 

खण्डों के रेखीय होने के लिए मल चिद्ध के नीचे की 
शाहि पूण वर्ग होनी चाहिए। इसके लिए आवश्यक 
प्रतिबंध यद्द है कि 

रु (ज९-फ्ख)+ २र (जछ - कच) +छ “के ६० 
क मूल धास्तावेफ और समान द्ोोने चादिएं ! 

अतः ४ (जछ-कच)*१-४ (छ* - कग)(ज* कस) ० 
यह मंपक्षित प्रतिबंध है। इसे सरल करने से 
कसग +- रेचछज - कच*-- खछ* - गज*० श्ाप्त होता द्दै । 

सूछ चिह्व के मींच की “र' की द्विघात-पदसंहति के 
पघूण बग होने फे लिये अर्थात्‌ य और र के द्विघात-ध्वित फे 
'रेणखीय खण्डीकरण के लिए यद्द प्रतिबंध है। 

७.६१ कथा +सय +श न 

और क,य' +ख ,य+ग, ** ० 


श्श्६ 


इन समीकारों में एफ साधारण मूल रहने के लिए 
अतिबन्ध निकालना । 


मान छो दत्त समीकारों में साघारण सूल अ है। 
*« फेज | ख् +ग--० 


क,अस +ख,अकग , ८८० 


तियंग्‌ शुणन के नियम से यह फल प्राप्त होगा-- 
अर कल ञ॒ डे १ 
खग, -ख,ग गरक, -ग,क  केख, -क,ख 
दुसरे के बगे को पद्दिले और तीसरे के गुणनफल के सम 
करने से “अ' का निरसन (थ्रमंग्४४०7) करो 
ञोे 





ड ञः 
(गक, “ग,क)९ (खग, -ख,ग)(कख, - क,ख) 


अतः (खवग, -ख,ग) (कम, -क,ख)--(गक , -ग,क)* 
यद्द अपेक्षित प्रतिबंध है । 





प्रश्षावद्धि १० 
(१) य की किन वास्तविक अर्धाओं के लिए पद्ंद॒ति 
* य*-य-४० घन होगी ? * 


(२) य'की किन वास्तबिक अर्हाओं के किए पदसंद्ृति 
(य-३)(४य२ - छय + १) १ 
त्यय्शैत्या- श्य के) होगी 


रेज 


(३) 


(४) 


(७) 


(६) 


(७) 


(४) 


सिद्ध करो कि य की सब चास्तविक अर्दार्मों के लिए 
५० यव्करे है नही 
पदसदाति इफह २ और-< के यीच में नदी 





रद्द सकती । दे 
यदि य चास्तविक दो तो दिखाबो कि पदुसेदरति 
यर न श्‌ है. ७ बीचमे हीं 
न ' चम नहीं रद 
देय इययह श्तथा टू के बीः (4 
सकती। ट्‌ 
दिख्ाओ कि य की सब वास्तविक अर्द्ा्ओों के लिए 


पदसंद| यर- श्य+ 5 4 के बीच में 
इसहति कक ३ और हा 
रद्दती हैं। 


यादि य वास्तविक दो तो दिसताओ कि 
श्य*+छय-५ पदसंदति -४ २ के बीच 
यभ्कय+४ पदसेदति २ बर 

में रहती दे। 

यदि य चास्तविक दो तो सिद्ध करो कि 


केयर +छेय+ ९२ फटति - के यीच में 
बा 5 पद्संदति “१ तथा+९ 


नहीं रद्द सकती । [नागपुर १५३५ 
प् स्‍्ञ् ख्यप्- रेय+ ने (हो सीमा 
यदि य वास्तविक दो तो २ दूर +ह क्षी 


शरद 


(०) 


(१०) 


(११) 


(१२) 


(१३) 


(१७) 


निकालो । लजिगपुर १०३4 
यदि य वास्तविक दो तो सिद्ध करो कि 
यू +दे४४-७९१ उद्संदति की अदा द< 
बच स्य ७. 'संद्वाति को अर्दाएं ५ जोर ७ के 
वीच में नहीं रद सकती १ (मद्गास १०३५ 
छिद्ध करो कि य की सब वास्तविक अर्हाओं के लिपए 
य*-रेय+४ 4हति *- और ७ थे रु 
काश की पद्संहति (- और ७ के बीच में 
राहती है। [कलूफत्ता १०४० 
यदि त >१ हो तो दिखाओ कि हसन पदर्सदति 
सब चास्तविक अर्हाएं ले सकती है । [मद्रास 
दिखाझो कि य फी सव वास्तविक अर्हओं के लिए 
(य- १)।य + ३) 
(य-२)(य +४७) 
नहीं रह सकती । ममिद्रास १८८७ 
यदि य घास्तविक हो और क, ख, ग की अ्हाए 
आरोही अथवा अवरोही क्रम में हो तो सिद्ध करो कि 
७. यि>को (य-ग। हाँ 
पद््खद्रति विद को सामग) सब अर्हाए छे सकती है 
इन पदसंदृतियों को रेखीय खण्डों मे बांदने के लिए 


उस की सर्हाए एनकालो 


श्शेर 





फ 


पदसंहत्ति न्द ओर १ के बीच में 





(९५) 


(१६) 


(१७) 


(१८) 


(१९) 


(१) श्य* +यर - २*१+- तय+दर-९% 
(२) शैश्य१ + छयर-तर*' + श्रेय +४५२-३५ 


(३) श्र्य१- श्०ण्यर+रेरभ्कश्श्य-५र२+त 
[मिद्रास१९२९ 


क्रय *+-४ खय-+-२०० और 
श्य*' +श्य-२०० इन समीकारों में एक साधारण 


मूल रहने फे लिए ख की भर्दा निश्चित फरो । 
[कलकता १९३४ 


कप +खय+गरः० और फ,यर+ख ,यन+-गं,त२९ 
इन समीकारों में एक साधारण मूल है। 
यदि *- सं गे समान्तर श्रेढी में हों तो दिखाओो 
क,'ख, ग, 
कि फ,, ख,, गं, गुणोत्तर श्रेढी में हैँ । 
यदि य*+तय+थर-० और य* +त,य +थ, 5० में 
एक खाधारण मूल दो तो दिखाओ कि बह 
तथ,-स,थ थ-थ, 
तय अथवा _-_. ४ फे सम है। 
थ-थ, तझत, है 
[कलकत्ता १९११ 
यदि य*+खय +कग 5-० और य* । गयनकंस्व॑ स्१० 
में एक साधारण सूल हो तो सिद्ध क्रो कि धत्येक का 


शेष सूल समीकार य* +कय + खग **० का समाघान 
करता है। किलकत्ता १८९९ 


यदि फय ' +-शखय +गर० 


शुछ० 


(२०) 


(२१) 


(२२) 


' और क,य++शख,य+ग, नर ० इन समीकारों में 
एक साधारण मूल हो तो सिद्ध करो कि समीकार 
(ख -कग) य*+(रखख , - फग, -  क,ग) य 
+स्व३-फ,ग, 5० के सूल समान होंग। 
यादि समीकार कय२ +श्खय +गर--० के मूल अ और 
आ दो और क,य* + श्ख ,य+ ग, 5० के मूल 
(अ+इ) और (आ+ ६) हों तो सिद्ध करो कि 


५ पल है. अर [ 
खाक कण, [कलकत्ता १९१२ 
कक कक 


के की किस अर्हा के लिए य*+दिय+फ 

और यर+श१्श्य+रेक इन पद्संहातयों में साघाएण 
खण्ड होगा ? 

कय* + रजयर+खर* और 

फ,य* + एशज 'यर+ ख,र' इन पदर्संहतियों फा भाजन 
ऋमशः र२-मय और मर+य रूप के खण्डों से होने 
के लिए आवश्यक प्रतिवन्‍ध निकालछो। 


श्छ१ 


आठवां अध्याय 


समीकार 
ग्यम माग (एक अज्ञात) 


८.१ इस विभाग में ऐसे समीकारों का पर्यालोचन 
किया जायगा, जिनका साधन अन्ततः द्विघात समीकार 
साधन पर निर्भर रद्देगा। दस समीकार, द्विघात-समीकार 
फर* +-खर+गर० के रुपमें प्रहास्य होंगे, जिसमें र, य पा 
कोई श्रित दे । इस समीफार से प्राप्त र की दो अर्दार्शों से 
यके दो समीकार प्राप्त होंगे। य के छिए इमका साधन 
फरने पर य की प्राप्त अर्हाओं से दत्त समीदार का समाधान 
छोगा। 

उपयुक्त पह्सन और पुनर्िन्यास से फिस प्रकार 
खमीफारों का साधन किया जा सफता दै यद्द इन' साधित 
डउदाद्वरणों से झात छोगा-- 


उदाहरण १-- यर्स+रुय सै -३-०० का साधन फरो । 
दत्त समीकार में ये - र रखो । 
१७२ 


५ यर्से-- 
४“ यर्वे-॑ 


अतः समीकार का प्रहसन ः 


छः 
र्‌ करे- कैस० मे होता है। 
अथवा रु - शेर के २८४० 
अथया (२ -२)(२-१५)७८० 
अतः र ्र*%े अथवा १ 


किन्तु ये >र 


ध 5 
ये >२ और यप-१ 
४. यच्श्सा ओऔरय ऋ१ 
उदाहरण २-- र्य* -रेय -३ /रेय* >-रेय+२+४च० 
का साधन करो। 
दत्त समीकार इस रूप में लिखा जा सकता है -- 
श्य*-शेय+२-०३४/शै्यर >शेयनी रे +श२च८८४० 
मान लो ४र्ये-इंय+र२ >र 
इस से समीफार का यह प्रहसन द्ोता है -- 
रु -रेर + २८० 
अर्थात्‌ (२-२)(२-१)८० 
र८5२ अथवा रच्|रे 
अब ४श्य' -रेय+र अर 


५ 


श्र 


अतः 
(0 ४स्कइबपु३े>र 

रेय*-शेय+२ ७०४ 
अथया रशेय१-रेय-२७८० 
अथवा (स्य+१) (य-२) १० 


2725: 
यर “हे अथवा +े 


नीच 


(२) र&१छेन से 
४श्यर-श्ेय+३२७४१ 
य? - रेय +२--१ 
अथवा श्य*- शेय+१५८० 
अथवा (श्य-१) (य-१) २० 


44 
“« यरीतद्दी अथवा १ 


४ यक्क ् ड़ -पहू/अथवा २ 
उदाहरण ३--- 
अद १२) (य-३) (य+७)( य-+-२)+१६८८० फा साधन 


अयब (य>दे) (य+४) ज्नय +य -रै२ 
और (य-१) (य+२) व्यपध्क्य-२ 5 
अतः दत्त समीकार का भ्रहसन (उपयुच रीति से खण्डा 


श्र्व 


फो गुणा करने पर) 
(य*कय-१२) (यर +य-२)+१६--० मे होता है। 
सान छो य१+य+-र 
*« (२-१२) (९-२)--१६--० 
र* - १४ २+४०-०० 
भर्थात्‌ २-१० अथवा ७ 
अतः य*+य--१० अथवा य्+यज-छ 
अब य१+य-१५०--० से 


यबन यार धर “४३ था द्वोता है। 





जौर यश+य--४ से 
यच स्ज् भाप्त द्ोता दै। 


अतभ्य « स्््पख ->१+ ०२७ 


<.११ घात-समीकार [०फ्ण्णथ्मभंधा ९(पथा0ा]-- 
जिन समीकारों में मज्ञात राशि एक अथवा अनेक शात 
राशियों क घातों में आती है, उन्हें घात समीकार कहते हैं। 
ऐसे समीकारों का साधन फ्िस प्रकार ज्या जा सकता है, 
यद्द इन साधित डदाहरणों भें दिखाया गया है- 
उदाहरण १-- ३११४५ --८१३८३५ बन साथन करो। 


अप शेय+$ - ८१ ३८३५ 


१४५ 


्ब्डेड ४ बे+ 
बल्ब 
क्योकि दोनों पक्षों में आधार एक ऐी दे, इसलिए दोनों पक्षों 
के घात समान दोने चाहिए ! * 
«४ श्य+१ल्‍९% 
अथवा यचःछ 
उदाहरण २-- शया२-५७०८६५ (रा-१) फा साधन 
फरो ! 
शष्यक० -ण७ ूध्प(रा -१२) 
श्थ्य+३ -६५३८र२म -५७-+-६५०० 
श्थ्य ,८२३-६५३२८ श7ा+८८२० 
<३८शष्य -६५ २८ रत +८>२० 
श्य-र रखने से समीकार का प्रढढडसन 
८२९ -धण्र+८+5० में दोता है। 
.. (९-८) (८९-८१)८० - डरती हक 


२०८ अथवा र 
<द्‌ 


क्तत 


। 


कफिस्तु रकम 
सता. चे>+८ अथवा ट 


चर र्‌ 
न्त| अथवा जूद्र 


४. यकतरे अथवा “रे 
श्ध५ 


४.9. अजुच्छेद ८.१ में 

कय*+खय+गन+ व *कय+खयफगल्‍चथ 
इस रूप के समीकार साधित क्विए जा चुके हैँ जिनमें मूछ- 
लिह्न उपयुक्त आदेश विधा से हटाया जा सकता दे। 
परन्तु सभीकार से मूछ चिहक्ठ हटाने के पहिले यह देखना 

् ६ 

आवश्यक है कि कोई समापवर्तक (०00व70 8०४०7) एदाया 
जा सकता है या नहीं । इस उदाहरण पर विचार करो । 


उदाहरण रै-- ४यर*-श्य-१५- <“य"-छ्य+१० च्य 
+५ का साधन करो । 
अब दत्त समीकार 


थे > रय-१५- य* -ज्य+१० ० य-५ 
(य+१)(थ-५)- <धय-श१एय-५)->य-५ 


इस रूप में लिखा जा सकता है। पत्येक पद में से खण्ड /य- ५ 
हटाने पर 


४#य+३- ४#/य - २ ++ /य-५ 
दोनों दु्सों फा यर्ग करने से 
य+श१+य-२-२४(य+३) (य-५) र्य-५ 
य+६८-३ ४य+ ३) (य-२) 
धनः धर्ग करने से 
य+श्रय+ ३६ ४(य+ ३)(य- २) 
यी+श्श्य+३६ 5 घय न छय- २४ 











र्छ७ 


हर और खण्ड #य-५ को घून्य फे सम करने से य८५ 
भेलता है। अब दत्त समीकार में यर* रफने से समीकार 
का समाधान होता दै। अतः य ५ समीकार का मूल है| 


किन्तु यतः ८ न रखने से समीकार का समाधान न्दीं 
पोता । अतः याद समीकार फा मूल नहीं दै। 
/. समीकार के मूल ५ और ६ हैं। 

आलोक (700०0-- समीकार साधन करते समय फेमी 
मूछ चिह्न हटाने के लिए और फमी समीकार का साधन 
सरल फरने के लिए, समीफारों को घर्गेत करना पदता 
समीकारों फो घर्मित करने पर समीकार का घाव उच्च 
जाता है। अतः अन्त में अज्ञात फी देखी भर्हाएं भी प्राप्त होती 
हैं, जिनसे समीकार का समाघान नहीं दोता। अहात 
चेसी भर्दाओं फो छोड दिया जाता है ओर _समीकार वा 
समाधान करने धाली भर्हापं केवल ली जाती हैं। 


पु 


<.३. च्युतक्रम समीकार (70०970०9) €पुप्क००-7 
आय देय" -रेज्य? + रेषय' -रैजय ++६५०० 

और छय" - श्श्यश्+ जय +छय' - शैश्यव ४०१०९ 

इस भकार के समीकारों पर विचार फरो। 


देखे समीकारों में य पा दे में परिवर्तन किया जाय तो 


१४८ 


सरल करने के पश्चात्‌ समीकार के रूप में परिवर्तन नहीं 


शक ५ जि. 


दोता। इस प्रकार के समीकार जिनमें य का + भें परिचतन 


श्‌ 
य 
करने से, समीकार अपरिवर्तित रहते हैं, व्युत्तम समीक्रार 
कहलाते हूँ। ऐस समीकारों का साधन क्खि रीति से किया 
जाता है यह इन साथित उदाहरणों से ज्ञात हीगा-- 


उदाहरण १-- द्यर -शृण्य२+दरय' --२५य + ६-० का 
साधन करो। 


» दिय*-रे५्य २ +घेश्यर -देण्य +६८० इस समीकार 
का य* से [अर्थात्‌ गुणक रदित-मध्य पद से] आदि से अन्त- 
सक भाजन करो । 

य* -पेणय+६२- २ + ५८० 
चर्दों का पुनर्विन्यास करने पर _ 
०.३ है १... र्‌' ्ड 
(या + क्रो ३५(य+) +६२०८० 
अय यकटु च्न्र रखो। 
हे आटा 3 लिन 
कर य* नर (ब+स) 
ब्ल्श्ष्न्श 


यष्क 2 य+-: की अहाए र के पदों में रखो । 


श््य 


समीकार का पिरद्सन 
& (२९५ -२) -३५२५६२० मे दोता है! 
अथवा दर" -१२- रे५र२+६६२८०० 
अथवा दर >रे५रन॑५०क७० 
अथवा (रर२-१०) (२२-५) ० 


अर्थात ९ *+ ६० अथवा र 5 ४ 
हि प्य 


किन्तु रच य+- धिव 
०. १ ._ ै० 
न ने धथ- & 
य अथवा “यु 


१__ है० 
(१) यन गा 


रेय* -शण्य+रेचत० 
अथवा (श्य-१) (य-३) ११० 
» यू, 
"य द्ेः है 
१..५ 
(२) या प्र 
शेयर -पुय+२८७० 
अथवा (रेय - १) (य-२)८७० 


*- शं ००३: % 


पलक 


शुण० 


बता २, टू के चदौत समीकार वे. मूल हैं। 


4 


य फा (में परिवर्तन करने से समीकार क्यों अपरि 


हि 

चर्तित रहता है यह उत्तर के रूप/ख्रे स्पष्ट हो जाता है। 

आलोक-- व्युत्कम समीकार का <घात युग्म (०००४) 
हो तो उपर्युक्त रीति से उसका साधन किया जा सकता 
है। यादें ब्युस्क्रम सर्माकार का घात अयुस्‍्म हो तो +१ 
अथवा -१ इन में से एक सदैव समीकार फा भूछ रहता 
है। इस मूछ का संचादी खण्ड निकाल देने पर समीकार का 
प्रहसन युग्म घात चाछे सप्ीकार /में दोता है| और इसका 
साधन उपयुंक्त रीति से किया। जा सफूता है। 

| 

८.३१ निश्न-लिखित समीकार व्यच्कम समीकार न दोते 
चुप भी उसका साथन गत अनुच्छेद में दी गई रीतिसे दी किया 
शय( हू । 
उदाहरण-- <यर +छएश्य+रणय' -४रय ८-० 

फा साधन फरो। 

रूतीफार का य* से आदि से अन्त तक भाजन फरो और 
पुनर्थिग्यास फरो। 


< [बकद) ऐश ज्ू) + रै६७० 
प्रथय + दे स्ण्र्खों 


श्पर्‌ 


पक या+- चल [व -5) 5 २ 
य*ः य 
सत्य करे 
[व +ज्चन) और (ब-द६व) की अर्हार्ओों का र फे 
पदों में आदेश करने पर 
८ (२९ +२) + ७४२२ + २९६८० 
अथवा < २१ +१६+४श२+-२९८२० 
अथवा ८ र' +8२२+-७४९८०० 
अथवा (१२+-३) (४२+ १७५) -२० 
है दे: 


अर 


कल की 
किन्तु य दा 


«थे - बन लू ले - | 
& य-द्धह सवा “४ 


>>: 
(ऐप य रे 


२ ये +रेय- २०० 
(श्य-१) (य+२)० 


2३: के 


श्ष्र 


_ १ _ १५ 
(० है य छ 


छय न-श्णय - ४०० 
यरः -४, ग्छ् 
ञ 


अतः यर -२, दर - ४, न ये दत्त समीकार के 


मूल है। 
प्रश्षाचलि ११ 


इन खमीकारों का साधन करो-- 
(९) ५४ट्ट+७ यू <शरड 
(२) २४६४६ +४६ न्न्डे 
(३) ४य+३१ 7*४सफ् है 
(७) ऋध्य+< +१०- २ »< श्य | 
(७) २(य* -रेय+१)१ +७५(य* -रेयन+-१)+इ३० 


॥ 
(६) (य+*) (श्य+ १) (य-१) (श्य+२)-४२२७ 


(७) (य+8) (य+७) (य+<) (य+११)+२०७०० 


नागपूर 
कलकत्ता 


[बस्बई 


[मद्रास १९१२ 


श्र 


(य+ १) (य+र) (य+ओ) व) + बस ए९र३ 


(यर+ णय) (य१+ श्श्य +२४) *१६ [मद्रास १९१ 
बर्फ अय-३ रूप िजाब 


य*-य+रे ४श्यर >रेय+ २४ न 
यप्+य+१० *बरय इवन रद +२(९० - य) 


श्य+२०४यर-इय+ ० न यभकदे.. किलकता 
यग१+ ये न्न्प्ू ता ६44 
अबष्पक्ल-७- श्वप्॑-ज्यकश लय+ 
४शपबर + श्यनछ _ अहद्य-य-छे 7 परत 
<८यर ->५छय? + १०१य--५श्यन <₹० 
श्श्यण + शटय२- एय' - २८य + रै२१०० 
श्णय* + १श५८य२१+र२०ण्य १ + रैसेटय + १५८०० 
श्श्य" -श्द्य*-३७ य*+रे७ य* क रैवे य 7१९ की 


द्वितीय भाग (दो अज्ञात) 
युगपत:सर्मीकार 


(शंए0पपद2९०प४ ल्वुप४००) 


८.७ यजौर फेदोयुगपत समीकारों में एक पवाघाती 


ओर दूसरा द्विघाती दो तो एकघाती समीकार सर एक भणात 


श्५४ 


फी गर्दा दुसरे भृश्ञात के पदों में व्यक्ष की जा सकती है । 
इस अ्वय का दुसर समीफार में आदेश परने पर इस द्विघाती 
समीकार मे फेवल पक ही अज्ञात रद जाता है। अब खमीकार 
कालाधन फ्रेन पूर इस जज्ञात को भर्दाएँ प्राप्त होती हैँ । 
इनका एकंधाती 'समीकार में आदेश करने से दूसरे अज्ञात की 
अर्दाएँ निकाली जए सकती है ॥ 





उदाद्रण-- समीकार साथन करो 
७५ य+४२ २८९२ 
शेय* + शेयर +र* 5-१२ किलकचा १८८८ 
प्रथम समीकार से र * प्र ये प्राप्त दोता है। 


र की इस अर्दा का आदेश द्वितीय समीफार भें फरो१ 
१२-७य | /१२-७य ५१ 
स्यप्कश्य तक (+द्रा) ्श्ष 


शेय*-४८य-+<८७४5० 
य१-श्द्य+ २८ ८८० 
यज5र%े अथवा १४ 
यदि य+-२ तो प्रथम समीकार से २-१ श्राप्त दोता है 
जोर यदि य १४ तो २७-२० प्राप्त छोता है। 
«य 5२, इरच्नर 
यच-९७, २5-२९ 
लि 
८,४३१ समानघात समीकार [ फ्रठाग्र०807९०प५ ९्युप- 
$#0958 )--+ 


श्षष 


जिन समीककारों में धत्येक्ष पद फी अज्ञात राशियों के घार्तों 
फा थाग पक ही हाता है, समानधात समीकार ऋद्दठाते ६ 
डउदाहरणाथ क,य' +ख,२-+ग,यर ० 
करय' +ख,र+गं,यर ० 
समानघात समीकार दूें। 
४य'-यर +र* ८१६ 
देय१ - रुयर+र१ ८ * 
इस प्रकार के समीफार भी समानधात समीकार 
फहलाते हे, क्‍योंकि अचल पदों को छोड़ कर, भव्येक में 
अशात राशियों के घातों फा योग एक ही है ऐसे समीकारों 
फा इस रीति से साधन किया जाता है। 


डदाहरण-- य*+थर+४रर ६.०० (१) 
शेयर +<८र१ १४. हे 

इसकर साधन करो॥। 

(१) और (२) में २७मय रो 
य(१+स+छम*)०६- 
य*'(३+८म*१)5 १४... ..« 

(४) खे (३) का भाजन करने पर 

श्फसछ्य _ 5 ..रे 
रे+<म* श्छ ७ 
अर्थात्‌ धम' +७म - २८२० 









४« मनन न अथवा -२ 


श्र 


मर रल्धुय अथवा >-शच्य 


(२) में २८ म्र् रखो 


हैं यर(३+२) 5 २४ प्राप्त होता दे। 
*» यकन्‍ूऊेर 
» यू स्ड 
. यलरे र 5 
2 2 आ 
नगर रत- हे 
ञअब (२) मे २5-श्य रखो 
“. य(३+८०८४)--१७ 


र 
हक] 


यरूऊ ४. 
यदि य> ४ तोरत-२४हट 
यर-- ४ तो २२४ 
झतः उत्तरों फ य छुलक (5४४७) प्राप्त होते है 
_ ४० (१० 


षु पल्झच 


यी कै 


यहन्‍्रे यू य 








श्ष्७ 


>है. ए>०-९ै २---२* हि २--२४८ 
स्त्क् प्तााओु रच सर रप् स्म् 


८,४७२ साम्मितीय समीकार (४एगाए6769 ९्पुए: 
भंणाणे-- ये और र के व्यतिदरण से यदि दत्त समीकार 
अपसिवि्तिंत रद तो वे समीकार, य और र के सम्मितीय 
समीकार फहलाते हैं। | 


थे समीकार य और र में सम्मितीय दें। .* 


य+२८४ बट +य कर नए 
यरनू३ (१ गि हक >>ब्ूमः 
थी श्र + 


अज्ञात गहियों को दो अन्य राशियों के योग और 


अन्तर के सम मानने से, इन समीकार्रों का साधन क्ष्या 
ज्ञा सकता दे। 


छउदाहरण-- य३+रर ३९.५० ५००५ ****“** 
शखं+र 5-३० 
का साघन फरो) 
इन समीकारों मे यल्‍प+फ और रच्प-“फ रछो। 
(२), से है 
घ+फ+प-फक्‍ननरे 
अथवा २ पे 


"न (३) 
-श्ि 











रे 
पत्त्श 


क्षद 


(१) सेंयर हक फ तथा सस्ते -“ फ रखने से 


(६ +फ) के (३-फ) -*पहद्दोताहै । 


२ (२) के स् फ* «९ 


२७ , ०-२ _ 
पछु/ कफ ९ 
इषफर --९% 
2 
फरः र्ऊर्‌ 
५4 है फू - रै 
यदिफ कर और याद फर- न 
जन + 2 कक 
तोय शक रे थक ता हुनर 
बल ल्‍्हे 
सर श्‌ रतश्ह्रतर 
यू ल्श] 
रच्+ श्च् 


<.४४ यह समीकार सम्मितीय न होते हुए भी, इनका 
साधन इसी रीति स किया जा सकता है।... 


उदाइरण--- य*+२४--५६ (१) 
य>र न्‍ू२- (२) 





श्र 


का साधन फरो! 
समीकारों में यन्‍न प+फ और र प-फ रखो। 
(२) से प+फ-(ए-फ्) २ 
श्फत्रे 
फच-र 
“ यन्‍ूप+१ 
स्च्प-१ 
पहले समीकार में इन अर्हाओं का आदेश फरने से 
(प+१)*+(प-१)९ 5५६ 
शूप*+छप१+ १] ८५६ 
प*+पिपर -२७०० 
(प +९)(प९ -३) 5२० 
प१७-९ अथवा हे 
“ प देश अथवा +#रे 
अब यन्‍त्प+फ 
श्च्प-फ 
और फर-१ 


अतः यदि 


पर ४४३ तोय- ४३११५ रत ४३-०१ 
पर- ४३ तोय--४३+कश रतन ४श7£ 
परद्श तो यच-वेह्ा+ १ रचवेदानरै 
परञु-शेश तो यसन-वेश+१५ रख “देशरर 


१६० 


८.५. इन साधित उदाहरणों से विभिन्न युक्तियों 
। बीघ दोता है, जो समीकारों के साधन में सहायक 
गी-- 
डदाहरण १--- साधन करो-- 
ये कयर +र२१ ८-२१ (१) 
य+ ४येरं+रच७ >३7८४४६०६ (२) 
अब या तर कयर _>(य+२)१-यर 
ू(य+र<२- ४यरें) (4 +र+ ४यर) 


अर्थात्‌ 
२१५७ (य-+२- ४यर) ७ 
[ (१) और (२) की सहायता से 
यक+र- ४यरेंक्‍्इे ....०००-+--०-०«*-०*००*०-० (३) 
और य+र२+ ४येरल७ . #........५०६०००-००-नस्) 
(३) और (२) का जोड़ करने से 
य+रच५ *- (४) 
अतः (२) में (4+२) की अर्हा का आदेश फरने से 
यर<-७४ (५) 


(४) और (५) का साधन करने पर 
यत१ रच्छ और यनूछ २७१५ 


उदाहरण २-- इन समभीकारों का साधन करो-- 
(य+र) ने +६एय-र)३ रण (व-ै१) है ......(१) 


श्द्र 


शश्यन-शटरक्‍्छर.. बहन डबल बहन न्न्न्णे 


[मद्रास १९०० 
समीकार (२) का (य-र) से आदि से अन्त तर्क 
भाजन फरने पर 

'यू+र" 'य+र.. 

॥ 
न्स्क् (२) माह दोता द्द 
हि कर 
न ) ० लछ्रखो 

&. इक्त समीक्षार छ१+६ल्‍५ल में परिवर्तित होता 
है 


(१) 


छ +५ छ नी ५६८२० 
छर२ अथदा हे 

यकर_ ड्‌ 
संडर अथवा २७ 
यकर 


बडर 5 लो 


इसले छय-%र८० प्राप्त होता ह्वै। 
अथ समी मार (२) 


श्क््य +१८२७७२ की सहायता स 


रद 
यक््चू और २८ इछऊ शाप होत है। 


ल्‍. यन्‍रई और रत्रह् 


श्ष्र 


य+र हैं 
९२) य-र "१७ छो 
इसले रद्य - २८२८० प्राप्त दोता है। 
अब समीकार (२) 


श्रेय +१८२०७२ की सहायता से 
य +२६ह और र + २) पाप्त दोते हैं। 
अतः य * २३, रु रस ग 
य +5 २११, शः र+ २३ 


उदाहरण ३-- सावन करो-- 
यर+र या-२३_ धश्य 
ट्ट्यप +(ब-सः स्ल्डट् «००००० »०० ००० ००० 
५य-७२०४ (२) 
अब 
य१+र? 5: (य+२)१-३ यर (य+र) 
य?-रा रू (य-२)?+हे यर (य-२) 
रखने से समीकर (१) 


आल 


में परिवार्तित होता है। 


१_ १ १.४४ _. 
इपर | ज्पर बल के ८20 


श्ध्रे 


श्यर< श्र _रेण्य 


य५ष्-र* हि 
दर २७ 
अतः यर० अथवा क्त्कूतड 
अर्थात्‌ १६र* + ९(य*-२९) 
शणरध | शयर 
| 
ख्ऊद्य 
रच 


(क) यदि यरू० तो र८ूू- ड़ [ समीक्ार (२) से 
(ल) (२) में र०टुथ रखने से 


७ थय--७ >< दे य--४ भ्राप्त होता द्दे ॥ 


अथवा य ८५. अतः रचू३ 
(ग) २-75 ने य॒ रखने से 


डे 
जय+७>८ :- यनन्‍नछे 
३] 


शप य+ शश्य--२० 
छ६ यर+5२० 


श्छ्छ 


(१) 
(रे 
(३) 
(४) 
(५) 


यप८5८० कप 
यतच्५ रक्डे 
्उण कम 
यल्ड्रु र 
प्रश्षावलि १२ 


निश्न-लिणित समीफारों का साधन फरो-- 


य+रचचओ 

शेय"- ५यर + शेर१ २०० 

णएय-+- २२७ १२ 

श्यी + शेयर + र* ++१५ 

श्य+४र०५ 

यीे+रजर१ 

श्य+रेश+ 8४२० 

श्य*- केयर + ४२१ *₹२४ 

यी+रध+य-र८-३र 
यकर्व्दे 


श्द्५ 


किलकत्ता १५२० 
[कलकत्ता १८८८ 
किटकता १९२२ 

मिप्तोर १९१७ 


(इला दायाद १९१० 


(६) 


(७) 


(८) 


(९) 


(१०) 


(११) 


(१२) 


(१) 


१३९१३ 
यार ३ 
य+रच% [किलकत्ता (६३५ 
यकरुसह 

द्‌ 
् - ह च्न्रै [कलकत्ता १९३० 
#्+०ग्रूच्ई 
य+र८ १० [बछयत्ता १९२८ 
यर+य+र 5२७ 
5 2 न्न् [कया र%३5 
य+२+ ४#ए्यि + ३२ है) 5 ३४ 


(य+२)१+ (र२+ ३) के (य+२) (२7+ ३) 5 छ3१ 
[इलाहाबाद १५१६ 


छू. कर 

हू ये ता 4 

य+रच-गर िछझता १०९६ 
श्य' + शेयर+ र' -+रे० 

णुम्य९ + घर “७१ [क्छकता १८९२ 
य"+र+(ै७ ५यर 


श्द्दे 


श्य१+रेर* ८-३५ 


(१७) ४१९-यर+र १६ 


(१५) 
(१९) 


(१७) 


(१८) 
(१९) 
(२०) 


(२९) 


(२२) 


देय ३ - श्यर+र१-८ 


७7१९ + रेयर + १८२९ २० 


छ४य१+ यर 5१० 


य४+य २९ +य* १३३ 


य* -यर+२९>७छ 


मिद्रास १८९२ 
[पंजाब १९१० 
[मद्रास १८९७ 


[इछाहाबाद १९०९ 


धदिय -फपुयर - ६र९ + रेय + रर ० 
श्ण्यर -९यर+ श्‌रर -९य -५२-७८७० 


य-रचणछर२ 
य*+र* ० ८२ 
य+र-"< 
य*+२५४--६२६ 
य-रण्०र 

या -२०--२७२ 
य-रच-र 
य१-२*१ 5२१८ 


य+ छ्ड्‌ बह 
रण 
र+--स्न्र५ 
य 


श्द७ 


ईिलादाबाद १९२६ 


श्र 
किल्क्ता १९१७ 


[फ्लिफत्ता १९२० 


(२३) 


(२४) 


(२५) 


(२६) 


(२७) 


(२९) 


(३०) 


य+यरच्तरे 
श+यरनतछ [कछकता रैकरर 


यकस्ता३े यनरसचतयो करो वतर०  . 
[नागपुर १०२५ 


[कलकत्ता १८६५ 
द्य+५रस्ू-++- २९३ 
य र 


8 य+छर८+ न कर +१८३ [मद्रास १८८८ 


54 कब 
य+र' य+र' १३३ 
यर 





न्चः कप्कसा ह + यर रेफर किलकतता १९०३ 
यह +श्यर+यप्र +ररेय+रन्तछ१ 

यर..५ [कलकता १८९९ 
रु यबछ रे 

य+यर+य 5 रै७ 

रु +यर+ २८२८ [मद्रास १९१२ 


(य+ शो +राय- रे ्वे(यरोन-र* डे 
देय -रेर १३ 


रद्द. 


तृतीय भाग (तीन अज्ञात) 


८.६ जिन समीफारों में तीन या अधिफ अज्ञात 
शाशियां होती हैं उनका साधन फेयल विशेष दश्शाओं में हो 
सकता हे । निश्च-लिखित मजुच्छेदों मे छुछ समीकारों कु 
साधन किया गया है। 

<.६१ दो समानधाती रेखीय समीकार और तीखरा 
कोई भी उच्चतर घातीय-- 
उद्ाहरण-- साधन करो-- 

य+र-छतू० 
जय +रेर -४छ 5० 
४यर +८र२९ + ६ 5 ३६ 
प्रथम दो समीकारों से, तियंए गुणन करने पर 


ये रा सा ्र 
है ०१५7२ फ (मान लो) प्राप्त होते हैं। 


४ यच्क, र*फ, लप्न्श्क 
क के पदों मे य, र, ल की इन अर्हाओं का तृतीय 
समीक्ार में आदेश फरने पर 
कर +८क+२७क* --हेफ 
के६क्क* + हेदि 
कज-ऊरै 


श्र 


यदि फन्‍र तो या ण्च्नर्‌ 

और फरन्-६ सतोयर*-ै रचू-रँ छत 
< ६२९ उद्ादरण-- साधन फरो- 

यकर +छ कौ ..५००-००००००००+०** 

सञ१ै3 ००००००००००००००० 






यी+रणो +लछ 
रलचतद (श) 
(२) और (३) से निम्न छिखित समीफार प्राप्त होता द्द 
य+ररे +छ१+ २ेरक २१४ + ९२९ 
य१+(२+छ)९-+२%< (शे 
शव (र२+छ) प्‌ रफने पर समीकार (१) ओर (३) 
य+परू्५ 
य?+प* २६ में पर्वितित हं'त हैं। 
य कप न (य+प)' >वेयप 
२६८३६ - ध्यप 
शेयप+- २० 
अब (य-प)* २ (य+५)१ >ध्यप 
स्त्रेदि- रे० 
ब्न्श्द 
४. य-पतऊछ 


श्छ० . 


एफ) य+पन्ूदे 
तथा य-पचचछ लेनेसे | 
यऋ ५, पज-२ प्राप्त होते है। 
अब र२+छ ८१ 
तथा रलच-द 
(र२-छ)'* ८ (र+)*-छरल 
१-२७ 
प्न्+ह्झे 
«४. र२-छत-ऊ ४-३ 
इसको र२+छ--९१ से सम्पद्ध करने पर 
लि. 538 /-छ३ 


॥ १०४४-२३ 
ग्ि श््््ख्ताः 


लन्ड 
इतणई,. लक्तएं ४ 


(सर) बच य-पत+-४ लो। 


और य+परे 
४. यरन्‍-१ और प>५ 
», र+लछचा५. और रलू+दे 
र+लचऊर 
४ रजछत ५ र+लछत५ 
र-लच्र र->छततन-+ ३१ 
“ रच्झे.. लचनर स्तर रूह 


श्ज्‌ 


«* यच्तरे र्च्के रूच्रे 
यत्र रच छ्चत्डे 


८.७ उदाहरण १-- साधन फरो-- 
यश्+यर+यलतः८ «०-० 
«. २*१+रल +रय ६७ «« 
रूपए +लप +रूर++ + रेप ««-« 
इन समीझारों को इस प्रसार छिख सकते हँ-- 
थे (य+र+छ) ८5८ 
रु (य+र +छ) ६४ 
छ (य+र+लछ) +-रे५६ 
सब समीकारों फो जोड़ने से 
(य+र+छ)* 5३६ प्राप्त द्ोता द्वै। 
अथवा य+रकंलछ ताफ॑एे ००० ) 
समीफार (४) से क्रमश (१), (२) और (३) का भाजन 
करने पर 





छ ३२ 

य+- स्का छा 5-५ 
बा इ 

और यनू--॥ै. रू८-स छ८६ प्राप्त होते दें। 


हे 
पे यद्द उदाहरण अगले उदाहरण की पक विशेष दुक्धा 


श्ज्र 


उदाहरण २-- साधन फरो-- 


य (टय+ठर+डल) सत ----०००००००-*-*« (ह) 
२(रू्य+ठर+डल) च्थ --०००००००००००*००-- (रे) 
(स्य+ठर+डल) कूद ०»+०५०००००००००००००-+ (३) 


खसमीफार (१), (२) (३) को क्रमशः ८, 5, ड से श॒ुणा 
करने और जोड़न पर 


(ट्य+ठर+डल)१ - टत+ठथन-डव्‌ 
“. सेय+ठर+चल :: #*टत +ठथ+डद 


पक १ क जे थे 0 सी चाय. ० ७ पा डलटीडव (४) 

अब समीकार (४) से, (१), (२), (३) का भाजन करने 
पर डर 
य ब्|झ यययण णयएए ल्>्एज््क्ताइत) 

<दत+ठथ+डद्‌ 
शक 3 अल 

४दत +ठथ +डद्‌ 

छ्न- द्‌ 
४स्त+ठथ+ डद 
और य ८ - 





४/रय्त+ठथ+ डद्‌ 


श्ज्रे 


थ 





४इत+ ठथ+ डद 


द॒ 
४टत +ठथ + झद 


छ्म्त न 





< ७१ उदादरण-- साधन फरो-- 
(र२-छ। (छ+य) 5 २२ ग ».« (१) 
(लछ+ थ) (य- २) + रेहे 
(य-र) (२-७) ++< न्नब 
सब समभीयारों या एफ साथ गुणन फरने पर 
(य-र०+ (२-ल)९ (छ+य।र०२२%३३०८६ प्राप्त धोता है 
अर्थात्‌ (य-२) (रं->छ) (ल+य) 5 ६६ *ः »(४) 
अब समीक्रार (५) स, १), (२) (३) का भाजन करने पर 
(फ) र-छ तर 
छ+यच११ 
य-रचनरे 
(ख) २->छ+ - २ 
छू+यरः -११ 
श-रतःूत रे 
(क) के समीकारों का साघन करने से 
यज+८, रतत५, छ 5 रे 
और (ण) के समीवारों का साधन करने से 





१७४ 


थर--८, राज-५, रछूलनओे 
अतः य ८, र-"५, छ्च्रे 
ओऔरय---८,. र२5-५,. रूकू-हे 


<.७२ उदाहरण--- साधन करो-- 


य->रलत५प..|+ ००००-०० ५रू०००४०७०००*+ (है) 
रु-लयतर३ कब (२) 
छ*->यररः -२ डबनेअननंडंगन 5० ००००४ «१४००० ३) 


समीक्रार (१), (२), (३) को ऋरमदाः। र, छ कौर य से 
शुणा करने पर ओर तीनों को पोड्कर सरल करन पर 
पर +रेल-य ० «०० ०००००००/० ००० (8) 
प्राप्त होता है। 
समीकार (१), (२), (३) दो क्रमदाः ऊ, य, और र से 
शुणा करने पर और तीनों को जोरूकर सरल करने पर 
५छ+रेय-र२० «०००० »०००००० «००००० (5) 
प्राप्त होता है । 
अब समीकार (४) और (५) अर्थात्‌ 
य-५२- हेल ८० 
शेय-र२+७५ुछक८० से तियंण ग्रुणन से 








ह।> है] हि बड़ स ठ़ो 
दर -5 र्‌ के (मान लो) 


“' यचन-रेक 


श्ज्५ 


ण्त्न्क 
ख्नन्क # 
य, र, रू की इन अर्हाओं या (९, (२ 
किसी एक मे आदेश करने से रे 
का तत्१े 
अर्थात्‌ क-++ १ शथाप्त द्ोता दे । 


/. करूू१ लेने से यत-३२े सचाणर छत 
छ्त- 


(३ मेंसे 


रा 


और कज--- १ छेने से यतर रचता१ 
भाप्त दोते दें 
उदाइरण २-- साधन करो-- 
रष्+र्+छप ता ७ 
छू+लूय+ धर १३ 
यस्+यर+रर १० 


किक 





प[इछादाबाद (कह 


(२) में से (१) को घटाने पर 
यर+छ (य-र) ९ हे 
(य-र) (य+र२+छ)क्‍च-१००००००००*४/ ४ 
(३) मेंखे (१) को घटाने पर 
च*--छ* +र (य-छ) 5१६ 
(य-छ) (य+रकल) ८5१० ...-०००«नत हर 
(५) का (४) से साजन फरने पर ह! 


> शव 


कि 


य-ल 
जल 
चरन्‍-२२-छ' प्राप्त दोता है। 


य की इस मदद का (२) ठथा (३) में आदेश फरने पर 


8 ४९+छोरे -रेरलस्नरै३ ... ००००० हिल हनननह न (६) 
«» ७र२*२+छ-फुरक ऋरेर, ......००००००००००००००*« (७) 
प्रात छोते थे । 


रन्‍नफ>ल रखो और (६) फा (७) से भाजन फरो। 
डफ्ः +१-४फ _ हे 
छ>फ+१-५फ . १७ 

७फो ->%फ - २८७४० 


ध्ुल्‍ऊे लेने पर 

र्त्श्स 

(४) सर दी इस अर्दा पा अदेश दरसे खे 
छ* +९१ प्राप्त दोता छै 


है. छत्नर श्च्झे यचकरे 
रु 


॥|॥ 


नह २३55२ यच्- हे 


फ्य+- 


छू होगा। 
(४) मेंर की इस अर्या का आदेश फरने पर 


पर पु 
लतन्ऊ _ प्राप्त द्ोता दे । 





डरे 
७-5 
“ रुल्पे 
झ 
डक ७ 
और य ८ के रे 
अतः य, र, छ की अ्हाओं के निम्न-लिसित झलक 
भाप्त द्ोते ह। 
यू रच छ्त्त्रै 
यह -+३ शचत्जणे छह नर 
५ 
गे ७ 37582 छन्‍--ड् 
अर छत: ३ हा ३ 
यकच ७ र्‌७--. ली 
किम ३ जे 
८.८ डउदाहइरण-- साधन क्रो. (0 
यन-र२+लछ चच्रे न्ब्न ७००० 


य+र२*१+छ' ++रै७ 
यरौकरर+छर न्‍+२० 





[इलाद्वावाद १५२६ 


१७८ 


(१) के वर्म में से (२) को घटाने पर 
यर+ रलनक लय -- 5५ (४) 
प्राप्त होता दे । 
अब यह ज्ञात है कि 
चर+श३ छत र -रेयरलक 
#(य+र+छ) (यर+र२+छ*-यर- रकू > लय) 
(१) (२), (३) और (४) का प्रयोग करने से यह फछ 
२०- देयरल 5 + (१४+५) में परिवर्तित होता दे । 
«४. देयरल ता “रै८ 
यरल * - ५ (५) 
अब य+र+ छू २ ......-०- «- (१) 
यर+रल+यक ८-५ (४) 
और यरलू "5 -<* *०*०००००-- ००० (७) 
समीकार (४) इस रूप में लिखा जा सकता है। 
शछक+थय(र+छ)7-५ 


इसमें ((+छ) और रल के छिए (१) और (५) भें से आदेश 
करने पर 





-+य(२-यो “५ 
य 
थर२-रेयर >फु्य+5६०० 
“« यर८१, हे, नल 
१२७० 


थे? छेंने से समीकार (१) और (५) का प्रहसंत क्रमधः 
र+छ5१ का 
श्क+-६ मेहोतादै+ए 
अप (र२-छ/* * (र२+छ)"*-४रलछ , 
ब-१-+रछ पे 
* र-लछण्+ज 
अब र-ल*५ हि) 
और र२+रछू 5८१ लेने पर 
रु०छे, छर-० प्राप्त होते हैं। 
* तथार>छ-५ 
और र+छ 5 १ छेने पर 
र०-२, छ ८३ प्राम होते हैं। 
इसी प्रकार य फी घोष अर्हाएं लेने पर, र 
खंबादी अर्दाएँ धाप्त होंगी । रे 
अतः य, ९, रू फी अर्हाओं फे ये फुलक प्राप्त होते 


ह 


और्ठछ की 


यच्श श्च्न्क ल्च्रे 
यच्श्‌ र्ब्दे छणन रे 
यकतन-र श्च्श छ्च्डे 
को ३ श्च््डे छ्चच्रे 
यच्रे र्च्रै छूत-र%े 
यन्‍च्रे शरःा-रे छ्च्र 


१८० 


(१) 
९) 
(३) 
के 


(५) 


अश्वावलि १३ 


इन समीकरार्स फा साधन करो-- 
य-श्यक्छत० 
श्ट्य-२०२+- १शछ २० 
श्यर + घेर +४छ३- ४७8 [नागपुर १९२९ 
कैय - ४२+ देर चस० 
धूय +र२ेए -- ८छ ८८० 
थ* न-४२१ +-<छर --२२२० 
य+र+छत-९ 
य+रर + रू सू गए, 
यर--व 
यन-र२+&+--६ 
थी +२९ +छ* 5-१७ 
रश्छ्ूच्द (पटना १९३५ 


स+२₹+लछ रू रैदौर 
यर + यरछू + रस ८८ 
परल ७ ता [इलाहाबाद १९२५ 


श्८र 


(६) 


कु 


(७) 


(८) 


(५) 


(१०) 


(११) 


3) 


(१३) 


ये + यर + यदर- दे 

रो +रत्ू + रय-- १२ 

छत +छय + छर-१८ 

शत -२+लछतज-५ 

छय +छ “- य ८८१० ॥ 
यर+य+र+-२५ 
यरकय+रच्न्श३ 
यल+य+छतच+४१ 
रत्य+रनीलछननर७ 

यर+५ य+र) नूध७ 
ग्ल+५ (२+छ) ++द५ 
खय+५ (छ+ य) ५५ 
यर+ ३ (य+र)--औ६ ५ ' 
रत +२ (र२+ ७) 5-११ 
छय+ रे (ल+य) 55८ 
य+र+यरज-- ११ 
र+तछ+रख+-१९% 

ले +य-+छय २२१२ 
य+र+दत्तरे 
रोफकसकयन्तरे 
छ१+य+- २3 
य+य(र--छ) + रछ --५ 
र१ +२(रू +य)+ छय +८ ६ के 
छर+छ(य+र२)+यर 5७२ 


श्टर 


[नागपुर १९४६ 


[नागपुर १९२५ 


लिएगएुर १२% २६ 


लिगपुर १०३१ 


नागपुर *ै५४३ 


(१४७) २१+लर >क+(र+छ) 
छरो्+थर >ख-+(रू+य) 
यर+र* वचग+(य+र) नागपुर २९६४७ 
(१५) य(र+छ-य)ननक 
र(छ+य-र)च्ख 
ला(य+<-छ) कग 
(१६) यर-ग्लच्शई 
२२ -छय -४-१४ 
छ-यरज८-१२ 
(१७) य*-रलचननत 
र->लयन्‍न्ध 
छ-यरतन्‍-द 


(१८) य(र+छ)5"५ 


निप्यपुर १०४६ 


नागपुर १०२३० 


र(य+छ)--८ 
छ(य +र)८% [कठकता १९३८ 
य श रू 
(४५) यदि क्लृ+म-क गकक-ख  फिकसरेग तो 


सिद्ध करो कि 
(वाः+ख+ ग) (रत्ध + छय + यर) 
# (य+ग+छ) (कय + प्पर + गए) 
[परना १०३५ 
श्र 


(गे 


(२१) 


(२२) 


(२१) 


यल+रन्नछल 
श्ल+यऋ*<छ 
य+र+ले ++१ै२ 
य+र+लतत० 
यश्+र*+ल 5१४ 
य३+र7+दौ २-१६ 
य+र+कत-द 

ये +र' +छर 5-२४ 
थ३+२२+रू +-+रेदे 
श१+रल+लर 55४९ 
छ१+छय +य* 5२१९ 
य६+यर+र*मत्रेक 


श्टछ 


[कलकत्ता रैद३5 


[इलादायाद ६५२४ 


लागपुण १९३२4 


[इलाहाबाद १०९ 


नवां अध्याय 


ऋ्रमचय और संचय 
(9००३0 छघते 60ण7रगक्00) 


९.१ फोई विपय जिसपर गणना दोीदा्ट सें विचार 
किया जा सकता है, सक्रीय अथवा वीजीय अज्भु लंघान-स्लेत्र 
के अन्तर्गत था सकता है। घस्तुओं का चुनाव (8९९८४०४) 
ओऔर विन्याख (७77७780767४) ऐसा ही एक विपय हे। जिन 
फार्यो में, चुनाव अथवा विकल्पों (६॥/७78&60९७) के संयोजन 
को संभावना पोती है, उनपर इस यिपय के 'लिद्धान्त लागू 
होते हैं। 

कफ, ख, ग, तीन अक्षरों भें से दो के चुनाव की समस्या 
पर बियार करो। घिभिन्‍न संभाव्य चुनाव (क, ख), (ख, ग), 
ओर (क, ग) & + अतः दो अक्षरों का चुनाव तीन प्रकार से हो 
सकता है। 

किसी एक प्रकार स अक्षरों का चुनाव करने के उपर्त 

उनका विभिन्न प्रकारों से विन्यास करने की समस्या पर ध्यान 
दो। समूद्द (क, ख) पर विचार करो। ये दो अक्षर (क, ख) 
अथवा (ख, क) के रूप में विन्यस्त किए जा सकते हैं। इसलिए 
क मोर ख इस दो अक्षरों का विन्यास दो अकार से हो 


श्८५ 


सकता है। यद्द भली भांति समग्न झेना चाहिए कि वस्ठनां 
के विन्यास पर विचार फरते समय, जिस क्रम ज्च सखी जाती 
हैं उसका विशेष मदस्य दो जाता है। किन्ठ चुनाव फर 
समय घस्तुएं जिस ऋम में ली जाती हैं उसपर ध्याव देंगी 
आवद्यक नहीं दोता। समूह (क, ख) पर विचार करो इसमे 
पहले क फिर ख अथवा पहले स फिर क के चुनाव दि 
जा सकते &ै। इससे एक ही संयोजन दो सकता है नी 
(क, ख) अथवा (ख, क) इस प्रकार लिखा जा सकता है। 

अ इस विपय की दो विशेष समस्याएं दे । गणित में 
चुनाव को संचय (००॥॥०9४0४07) ओर विन्यस्त चुनाव 
ऋमचय (9०४700(७४४०7) कद्दते हैँ । दृत्त वस्तुओं में से कुछ 
अथवा सब घस्तुओं को छेसे से चनेनेवाल्य प्रत्येक सम 
अथवा चुनाव संचय कहलाता दवै और संचय में की चस्तुर्मो 
का विन्यास ऋमचय कद्दछाता दे । 


०,२ खाध्य-- यदि एक क्रिया म॒प्रकारों से की ज्ञा 
सकती हो और (इनमें से किसी भी प्रकार इसको करने पर) 
दसरी क्रिया न॒प्रफारों से की जा सकती द्वो तो, 4 


5 


क्रियाओं फो करने के प्रकारों की सेट्या म&न होगी। 

हि ५छ 
मान छो प्रधम क्रिया किसी विशेष प्रकार से की गई | 
इसे करने क्‌ पश्चात्‌ दूसरी क्रिया न भिन्न मिथ प्रकारों से की 
जा सकती है। इसी प्रकार मथम क्रिया को फरने फे प्रकार 
से प्रत्येक मकार के छिए दूसरी क्रिया करने के मिश्न मिल 
अकार मे हैं। किन्तु प्रथम क्रिया फरने के प्रकार स हूं। अतः 
बोनों क्रियाओं फो करने के प्रकार म>८म हैं। 
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उद्गाहरण-- ८ प्रतिस्पश्चियों को) ९ पुरस्कार कितने 
प्रकार से दिए जा सफते हैं? 
प्रहलछा एरस्फरार < विभिन्न घकारों स दिया जा सकता 
ह्‌। एऋ चार इछ पुशस्कएण के दिए जाने प९ ७ प्रततिस्पच रद 
जाते हैं, जिनमे से फिसी को भी दूसरा पुरस्कार दियाज़ा 
सकता है। अतः ट्सरा पुरस्कार ७ भिन्न भिन्न प्रफारों से 
दिया जा सकता है। अब पहला पुरस्कार किसी एक प्रकार 
से दिए ज्यने पर दूसरा परस्फार ७ विभिन्न प्रकारों से दिया 
जा सकता है। किन्तु पहलछा पुरस्फार देने के ८ प्रकार हैं 
अतः दीलों पुरस्कार ८:८७ ++ ५६ पकारों से दिप्ण जा 
सफने हिं। 
&३ 'स असमरूप वस्तुओं मे रत प्रत्येक वार लि! 
चस्तुण“्य लेने से भाप्त, क्मचयों फी संख्या निकालना। 
इनकी संख्या निकालना अथवा “न! रिक्त स्थानों को दत्त 
असमरूप (विजञातीय) चस्ठुओं से भरने के भरकारों की 
संख्या निकालना, एक ही बात है । 
पहला स्थान 'स! विभिन्न प्रकारों से भरा जा सकता 
हे क्योंकि बह स बपस्तुओं भें सेफिसी भी एकलसे भरा 
जा सकता है। पहले स्थान के किसी भी एक प्रकार से भेरे जाने 
पर दूसरा स्थान (स- ९१) प्रकारों से भर जा सकता है. 
फ्रयोंकि फेचछ (स- ९२) वस्तुष्ट शेष हू । 
अब पद्ले स्थान को भरने के घत्येक प्रकार के लिए 
इूसेरे स्थाम फो भरने के (स-९) प्रकार हैं। इसलिए प्रथम 
दो स्थान छुछ स (ख-१) प्रकारों से भरे जा सकते हैं । 
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अब प्रथम दो स्थानों के भरने के प्रत्येक प्रशार के दिए 
तीसरा स्थान भरने के (स-२) प्रकार हैं। अतः प्रथम तीन 
स्थान फुल स (ख-१) (स-२) प्रकारों से मरे जा सकते है 
अवलोकन करो 
' (१) प्रत्येक श्रम (8७४०) में सण्डों की संख्या भरे गए 
स्थानों की संख्या के सम दे । हि 
(३) प्रत्येक्ष खण्ड अपने पूर्वगामी (970००4०६) सेण्ड 
की मपेक्षा एक कम है । हक्‍ 
५ अतः इन म स्थानों फो भरने फे कुछ घक्रार हि 
नस (स-१) (स-२) बन्‍न्‍च|च|चाचॉ खण्डों तक 
अथवा €स (स-१३) (स- २) «««॑र्सि “ने रे) 
.... अतः स असमरूप चस्तुओं में से धत्यक्र बार न पसतुएँ 
छेने पर प्राप्त घोनेवाले ऋमचयों की अपेक्षित संश्या 


स (स-१) (स-२) .........७ सि>न+१) है। . 

समी स वस्तुओं को एफ साथ लेने पर क्रमचयों पी 
संण्या से (स-+१२) ----- स खण्डों तक अथवा 
स(सख-१) <«««- ३१८२०१ है। 


इस गुणनफल फा अभिधघान सदेव [खि अथवा 
स) प्रतीक से किया जाता है और उसे “द्ृवतस 
पढ़ते हैं। भपिष्य में स चस्तुर्भो में ख प्रत्यक्ष वार न वस्तुएं 
लेने पर दोनेयाले ऋमचयों की संस्या का अभिधान 
सकल भतीक से किया जायगा। 
«४... सक्रन नै स (स-१) (स-२) - (से नन+छे 
तथा. रक्रस न्‍न स (स२१) (ख-२) «० देश लिख है 
संस « थ 
श्ध्ट 


संस्यात्मफ प्रश्नों फा साधन फरते समय यह ध्यान भें 
रखना उचित है कि प्रतीक फेक्रम मे स! दी गई घस्तुओं फा 
खीर पादांक न प्रयुक्त चूच मे खण्डों की संय्या का अभिधान 
फरता है। 
छदाहरण १-- ३, २, ३,....-.९ इन नो अंकों भें | प्रत्येक 
यार ४ अंक रन पर कितनी सिन्न रूख्याएँ प्राप्त धोंगी ९ 
यहां ९ भिन्न चस्त॒एं हैं और ९ बस्तुओं में स चार, 
चार करके पत्येक वार लो गई वस्तुओं क ऋमचर्यों की 
' छण्या निकालना है| 
अनः अपेक्षित फल ८ क्र, 
«०९ ०८>८७>%५ 
५ ब्न्ट्र०२छ 
» उदाहरण ५-- 'परदेशगमन! दाच्द के अक्षरों से फितने 
विभिन्‍्तर शाजद बन सकते हैं? 
यहां ७ भिन्‍न अक्षर हैँ और इन ७ अक्षरों के विन्यास 
के विभिन्न प्रकार निकालना हे। 
अतः प्रवारा दी अपेक्षित संख्या *ऋ,, दोगी। 
». विभिन्न प्रकारों की संस्या 
जब9>८६ १५ २०४०८३०८२०८१०५७०७० 
शत: ५०४० विभिन्‍न शब्द वन रूकते है | 





९.३ सि असमरूप घस्तुओं में सर प्रत्येक बार 
चस्तुद छेने पर धाप्त होने वाल संचयों की सेस्था निकालना 

यदि खंचयो की संख्या का अभिधान चैश स किर 
जाय तो रू चस्छुओं मे स प्रत्येक चार न चस्तुएं चुनने 
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सब्चल प्रकार दोंगे | इनमें से प्रत्येक चुनाव में ने वस्तुएं 
परस्पर “करन अकारों से पिन्यस्त की जा सकती हेँ। 
अतप्व स चस्तुओं में सेन वस्तुओं का चुनाव और इन 
को परस्पर विन्यस्त करने के कुछ ध्रकार क्रिन: चेन हें । 
इनफी खेय्या 'स! असमसरूप बस्टुओं में से प्रत्यक वार न 
चस्ठुएं छेते पर थात होने चाल ऋमचयों की सटया फे सम ६। 
अत्त नक, > नच्च; १ कम 
किन्तु “करन रस (स- १) (स -२) (स-न+) 
क्रतण क्‍ न (न-१) (न-२) -« ३४२२१ 
अत सच तो (स-१)(स - २) _ (सनक 
१०२२३, «(सन २)2न 
यह देखना चाहिए कि फल के मिन्नीय रूप में दोते हुए 
भी परिभाषाछुसार वचन पूर्णांक है। 
५.२१ गज, की उक्त जहा दूसरे रूप में भी लिखी जा 


सकती है 


> स(स-१) (स-२) (स-न्ञ+९२) 
जैले वय १२८५२०८ ३ न (0 


अदा और दर को |स-न से शुणा करने पर 


सर(स-१२) (स-२)..---स->न+ १) सेट मे 
१४२२०३.... न|खिलन 








सच्चन न 


मन - (थे 
[हु हटने 
श्राप्त द्वोता है। 


१९० 


पहिले रूप की अपेक्षा चल को दूसरे रुपमे व्यक्त करना 
अधिक घचछित है। 


| का निर्वेचन-- 


सूध (२) मे नल्‍स रखने पर 


सझ्छ,- मी ७. े बचा दे 
सु सण० ० प्राप्त होता ४ । 


किन्तु रचस सभी एक साथ ली गई स वस्तुओं के 
संचयों का पर्यायवायी है। ऐसा संचय केचरू एक है । 
कि सच्चतत च्ल्शु्‌ 
अतः समता का रुपान्तरण 
१ ०-८. में छोताहै। 


उक्त समता के लिए _० की अर्दा १ होनी चाहिए। 
अतः | ० पर 


९.४२ आंग लिखे सम्यन्धों को ध्यानपू्वंक समझना 
आहिए-- 


(६ 55१६» १७ [१४ 
[१० श्द 
२६० १५० ... «११ 


ने चनन-र२) न- रे 
| ने (न-१) (न-२)...--न-त) न-त-१२ 


श्र 


९४३ ये सत्र मद्द्त्यपूर्ण हैं 

(१) सच स सन 

(२) वचन+ सचन-५ की भ्चन 

इन्हें इस रीतियों से सिद्ध किया जायगा! 
स्‌ 


(१) भव सचस-त ८++-_-_-+----_ 
झ्ि-न सि-(त-न) 
[अज्ुच्छेद ९.४१ के अदसार 
[ल 


[लिन न 

न संजय 

सा, सतवत-ग इस फल फो द्वाच्दों में इस प्रफार धये 
जिया जा सकता दे-- स भिन्न वस्तुओं में से प्रत्येक वारण 
चस्तुएं लेनेपर संमाव्य खंचयो की सेवा, इन्द्दीं स बस्त+ 
मे सेप्रत्येक्ष रार (सन) यस्तुएं लेने पर खंमाव्य सच 
फी संख्या फे यम होता दे । 
दे देते संचय संपूरक (००४छो०णशाण) संचय कहुलति 
द्वं। 

इसको प्रत्यक्ष रीति रे भी सिघ्य किया जा सकता दवा 
स पघस्तुओं में से न वम्तुए छेने के प्रत्येक चुनार में (से न) 
चस्तृ् छूद जाती हैं, अर्थास्‌ स चस्तु मो मेंसेनपसस्‍्तुम 
प्र्यभ संचय के लिए इन्हीं सयरस्तुओं में से (सी 
घश्तुओं का पक सचय पनता है। 

४. स घस्तुओं में सन वस्तुओं के संचरों फी संख्या, 


श्णर 


'स' में से (स-न) घस्तुओं के खंचयों की सेण्या के 
समान दै। 

(२) स्न्न+चचन.., पर विचार करो । 

| न उच- ढ़ 


स_्‌ स्‌ 





सका 2522. 
नि|सन न-१स-सल+१ 


७, 4. 


४: , ख-न+१+न) 
_नि-१|स-न ने (स-न+३) 


(स+ २) |स 
न |न-१ (स-म+१) सिनन 


[सि+१ 








|न सि+१-नन 


श्र्३ 


ऋरतेते 4 चने 
उदादसण रै-- *भच,३ की अहय निकाछो । 
यद्द ज्ञात द्दै कि सन सनम 
“ प्च  ा भध्य, ८-५३ 
सता ध्च 
>_ १६ 2» १५ २८ १४ 
१२८२२३ 
स्ल्पद्० 
उदाहरण २-- ८ व्यक्तियों में से किन्दीं तीन फो डनवा है। 
यह फितने प्रकारों से किया जा सकता है और पर्क 
विशेष व्यक्ति कितनी यार घुना जायगा £ 
पहले ८ में से तीन व्यक्तियों फो चुनना है । यद “च+ 
प्रकारों से किया जा सकता दै। 
अतः तीन व्यक्तिओं फो चुनने के समस्त प्रकार 
८9७४६ _,.« 
रुऋरफ्रझ +* दे 
न अतः ८ व्यक्तियों में से तीन को छुनने के ५५ प्रकार 
छ्। 


कार झअय उन श्रकारों फी संदया निफालना ऐे जिनमें एक 
देए्ट व्यक्ति सदा लिया जायगा। इस व्यक्ति को समद है] 
रुपकर दोष ७ व्यक्तियों में से केवल २ फो चुनना चाद्विए 


न्यद्‌ *च गर्थात्‌ ३१ प्रकारों से किया जा सफ़ता दे। इस 


श्ण्छ 


] 


उन पकारों छी संख्या धाप्त होती है जिनमे एक मिर्दे्ट 

व्यक्ति का चुनाव सदा दोगा। 

डदाहरण ३-- ८ मनुष्य और ५ स्त्रियों में से ७ व्यक्तियों फी 
समिति क्वितने प्रकारों, से चनाई जा सकती है जिसमें 
(१) ३ स्त्रियां हों, (२) फम से फम ३ स्त्रियां हों। 

(१) ५ स्त्रियों में से ३ सिनियों का “*च३ प्रकारों से चुनाव किया 
जा सकता है । इस के उपरान्त समिति के शेप ४ सदस्यों 
का चुनाव < मनुष्यों में से वच, प्रकारों से किया जा 
सकता है ६ 
अतः ७ खद्सयों की समिति बनाने के प्रकारों की संख्या 

स"च३)2 प्थ, 
_ 2८४२ ३ <92७०८६२५ 
२%शऋ३” हु ;्३ २७8 
(२) समिति में फम से कम हे स्त्रियां रहनी चाहिएं। अतः 
उसमे ३, ४ अथवा ५ स्त्रियां भी रह सकती हैं। इस- 
लिए ७ सदस्यों फी समिति बनाने के लिए ऋमशः 
४, रे अथवा २ मजुप्य लेने चाहिए । 
३ रित्रियां और ४ मनुष्य घुनमे के प्रफार “च६ ८ “न. हैँ 
४ स्थियां और ६ मलुप्य चुनने के प्रकार "च, ४ “प देँ। 
७ स्त्रियां और २ मल॒ष्य चुनने के प्रकार "च. २€ “थ. हैं। 
इसलिए ध्रकारों की समस्त संण्या “ 
न्‍ईै चि३ * चित च, < चि, +“च. * या. 
ब+ ७४०० + २८० + २८ 


बन १००८ 


७०० 


श्थ्७ 


९.५. रखत फे मद्तत्तम रहने के लिए न की अर्हा 
निकालना । 
यह सरलता से जाना जा सकता दे कि 


ने है 
क्योंकि न 2८ ज्चन- (० 
_स-न+१ ८ स(स-ह) "व (स-१) -«०**** (स-न+ओे 
जल ३४%शऋ३ ..>० ल-४ 


>स (स-शे (स-२)-०० ०० नए १) (स-२).---(स-न+ |) 
३४७२२ ३-०० »»(न- न 
द्न्ह सच्चन 
यतः सचन-+ का बपग्फर से झुणन फरने पर 
सच प्राप्त दोता दे । 
सात ->स-नकर 
संचन- 5३ 


सतन+१-> ञ >> प् न 
खबरे न ---_+नट सार चमट: 4६26: 4 | 
न्न ला तदड' न ४ 


श्द्े 


हि 


न्त ट्र ज्ः 
अथवा म हूँ “हू. तदखुसार कचत टू खचन-+ 


५॥/ 


दशा १-- मान लो स युग्स है ओर रत के सम है। 


५ स+१_रैत+१३ 


अतः 5 हू श्‌ 


चूत 
२ 


न की १ से त तक की अर्दाओं के लिए से, 7. से 


श 

छोटा है। 

अतः न<१, २,.... - त के लिए सैचन> चर _- ५ 

अर्थात्‌ कचत> “चत-५ >> चित- . .-- >> चि३>> च३ >च,, 

अतः स्व, खिर, ---»-चत इनमे उचंत महत्तम हे। 
न को अगलो बडी अर्हझ त+१ है। 


फल लि खन- 
अब नचनज्त+१, त+२,...०- के छिए न> ऋू 





अतः सम * त+१, त+२,... ... .-- रेत फे लिए 
संच्चक्ष ८ पेचन-५ 

4 

अर्थात्‌ *ंचत >> चित+; > चित+३-००- > चचै,त 





अतः चैचत, चित+$  चेंत+७ -- इनमें चत् 
महत्तम है। 


इसलिए गये, पंच,, पैच,,------उचत इन में सचठ 


श्ण्ड 


मद्दतम है। अर्थात्‌ स॒ यदि युग्म दो तो सत्य मद्दत्तम 


ञ< 


] द्ोगा ॥ 
दशा र- मांव छो स अयुग्म दे जीर स्का के 
सम ६ । 
+१_श्थ+१+१_ ५ 
2 पा दब व्शतर 
६५०० सन! 
नयी ६१ सेथ तक की थर्दाओं के छिए न, “प्व से 
छोटा दे । 
« मलू्१, २, ३, -...थ के छिए सेचन्र > चित- 
अर्थात्‌ 


संच्च 
सयथ >उचव-, >िय-३ ““«« चिक >चिर हे 


ता सच, , रच, , सच - --- चथ दन में चिधमदचम द्दै। 
यदि नन्‍्थ+१ तो दब * चैिथ++ का 
न की नन्‍ू्थ+-२, थ+झे, «« (रेथ + १) इन जहाँर्मी हे 
छिए न, व्सिर से यहा दे । 
५ “४ चिन <चग-+ 
जर्थात्‌ मर 
सच्चच++ >> चिथकर >>) चिंथ+७ "४ >्सिथ+९ 


#+ ४ च्चा 
अतः्चथ--५ ४ सय्यथकर क्र «चर, घ+ + श्न्न में सद्चय+ 


महत्तम दै। 

इसलिए इस दृश्य में ये, “च,, ---- ि,थ+ ईन 
हर 
मे चंद, 


चथ और सचय , मदतम है और थे समान हैं । 
अतः यदि सझयुग्म हो तो पैंचस-, और सचस+, 
द दर 
महत्तम टोते है थोर थे समान दोत हैं । 

०७.६ (ट+ठ) भिन बस्लुओं को क्रमशः ८ और 5 
चस्तुएं थन्तर्घारण करने वाले दो समूदों मे विभक्त फरने के 
प्रसारों की सेस्‍्या निराछना | 

स्प्ट द्दै कि यद्द, (८+5) वस्तुओं से से परत्येक्ष यार 
< चस्तुएं लेसे पर प्राप्त दोन वाले संचयों की संख्या निकालने 
के समान दै। क्‍यों कि प्रत्येक वार ८ वस्तुओं के एक समृद्र 
का चुनाव करने में 5 वस्ठुओं का समूह छूट जाता हू । 


वि डि+ट 
अपेक्षित संख्या 





दि (फड)-्ट 


-औीक्र-्यदि ट्ठ दो तो समूद्र समान होंगे सोर 
हि रे श 
इस दछ्या में अन्त विमाग फे विभिन्न प्रकारों प्हो सेण्या 


श्ट 





होगी, फ्योंकि किसी मी एक प्रकार में 
५98 हक 
नया याँट धरासत किए विमा दी, दोनो समहोंका व्यतिदरण 
(7007०0&78०) सम्मच च्द्‌। * 


९.६१ (ढ+ठ+ड) मिन्न वस्तुओं को ऋमद्या क दें 
और ड घस्तुओं को अन्तर्धारण फरनेवाले तीन समूर्हा 
विभक्त फरने के प्रकारों फी रंख्या निकादना | जे 

पदके (:+5+ड) चस्तुओं को ८ जौर (ठ+ड) घरतुर्आा 
को घारण फरने याले समूहों में विभदा करो। यद् फरने के 
प्रफारों फी संस्‍्या 


दिंठ+ड 


हि. दितंड 
अब, (5+ड) चस्तुओं के प्रत्येक समूह फे 'ठ' और 'ड' 
घस्तओं फो घारण घणने पाले ऐसे दो समूद्दों मं विमऊक फरय्ने 


इिक्ड 


के संभाव्य प्रकार ह््ह्ि है परन्‍्ठु (5+ड) वस्तुओों क्के 


टि+ंठन+नड 


के खे जज 8ै। इसलिए 
समूद्दों फे संमाव्य प्रवार ह्नह्थ्ड हूं। एफ 





०० 


(८+-5+ड) चस्त॒ओं के ८, ठ और ड़ यस्तु्णं धारण फरने 
चघाले ऐसे तीन समूहों में पिभक्त करने फे कुछ प्रकार 


दिकठक+ड. ठिकड टिकंठ+ड 


छ+ड ' ठ ड टू ठ ड़ 








यहां यह अच्छीतरह समझ लेना चाद्िए कि समूह 
केस फ्रम में बनते हैं इसपर ध्यान देने फी आवश्यकता नहीं 


स्ट्‌ 


हददि 


प्राप्त होंगे, क्योंकि समूहों में चस्तओं की सेप्या समाम होने 
के कारण उनके व्यतिहरण से नया अन्तर्जिसाग भाप्त नहीं 
होता और अन्तर्विभाग क पत्ये र प्रकार के 'लिए (३ प्रकार 
है इलालिए उक्त फल धाप्त होता है। 


उदाहरण १-- २४ छात्रों की कक्षा को हे समान समूहों में 
विभक्त करने के धरकारों की खेंस्या निकालो । 


< छात्रों के लीग समूह बनाने हैं। अतः प्रकारों की 
[२४ 
| 


२०१ 


सेख्या उ८ 


्छ 


॥ 


(८ 27 


०.७. अभोतक्क फेरल बविजातीय (एणशा॥०) बस्ठओ 
पर ही विचार किया गया दे। किन्तु पेसी समस्याएँ आ 
सफती हैँ जिनमे कुछ चस्वुपं: सजातीय हों । इसलिए 
खसजातीय और 'विजादीय वस्तु औ की परिमापा यानना 
आवश्यऊ दे । ह 

खिन वस्तुओं में कोई समान रक्षण विद्यमान हो, तो में 
पसञातीय' बौर मिन्न-मिन्न लक्षणों चाली वस्तुएँ 'पिजादी 
कदलाती हैँ । 

९.७१ सभी एऊ साथ छी गई स चस्तुओं के परस्पर 
विन्यास के धकारों की संज्या मिकालना, जते से चस्तुर्ष 
खुतथ्यतः (०४७०४५) एक प्रकार फी हैँ अर्थात्‌ सयातीय दें, थ 
घम्तुएं डतथ्यतः दूसरे प्रकार की हूँ अर्थात्‌ सजातीय हैं भें 
दोप सब एकेफशार विजातीय छ। 

भान लो स अक्षर है उनमें से त क्षय फ दै। थ झक्षर 
स्व हैं ओर घोष पकरैफशः विजातीय हैं । 

मान खो अपेक्षित ऋमचयों की संण्या यदि ।. 

यदि त क-अक्षरों फा शेष बद्धारों से मिद्च त पर्दे क्श' 
पिजातीय अक्षरों से प्रतिस्थापन फिया घाय तो _य क्रम: 
में से किली भो एफ ऋमचय से, घोष शक्षरों के स्थानों मे 
परिवनेत किए पिया दी [त नये क्रमचय बन सकते है। 


ण्र 


.... इसलिए यदि य क्रमचयों में से प्रत्येक मे यह परिवर्तन 
केया जाय दो य |त फ्रमचय श्राप्त दंगे 

इसी प्रकार थ घ-मक्षरों फा धरॉतिस्वापन प्कैफशः थ 
विजातीय अक्षरों खे करने पर ऋमचयों की संख्या य |द |थ 
दो जायगी 

सजातीय 'त' कौर सजातीय “थ' के स्थानों मे सब 
विजातोय अक्षर रखने से सभी अक्षर विज्ञातीय हो जाते हैं। 

दिन्दु छ दिजातीय अक्षरों के फ्रमचर्यों फी संख्या [सा 
द्वै। 


अतः य |त |थ “[स 


८ ॥ 
ये «-.-- 





त और थ वस्तुओं की सजातीयता का ध्यान रखते हुपट 
क्रमचरयों फी अपेक्षित संख्या उक्त फल है । 
उदाहरण-- सच मिलाकर १० अक्षर दिए गए एूँ,जिसम 
दो फ, तीन स्व और दाप भिन्न हैँ। इन १० अक्षरों 
के भिन्न ऋमचर्यों की संख्या निकालछो। 


«५. १० ऋक्तरों मे से ः एक प्रकार के सज्ातीय, दे दूसरे 
भकार के सजातीय और शोप मिन्न है। 
अतः प्रकारों की अपेक्षित संख्या 


ज्ण्३ 


[९० 


डि्िि 





मन चे०२३०० 


९.८ 'स! असमरूप पस्तुओं में से प्रत्येक वार ता 
चस्तुएं छेनेपर प्राप्त ऋमचयों की संस्या निकालना जब कि 
भत्येक्त विन्यास में प्रत्येक चस्त एक बार, दो चार; «वर्ते 
चार तक पुनराद्वत दो सकती है। 
.... यहां यदि सब चस्तुओं में से प्रत्येक्ष का, किसी भी 
विन्यास में जितनी बार चाह प्रयोग किया जा सके तो दत 
स यस्तुओं से न स्थानों को भरने फे प्रकारों की संग्या 
विकालने पर विचार फरना है । 

प्रथम स्थान स प्रकारों से भरा जा सफता दे और प्रथम 
स्थान के किसी भी एक प्रफार भरे जाने पर द्वितीय स्थान 
स प्रकारों से भरा ज्ञा समता है क्‍योंकि उसी घस्तु पा फ़िर 
से प्रयोग दो सकता दे । हि 

इसलिए प्रथम दो स्थानों को भरने के प्रकारों फी संथ्यां 
सप्द्दे। 
प्रथम दो स्थानों फो फिली भी एक्क प्रकार से भरने पर 
तीसरा स्थान भो ख भरकारों से भरा जा समता है । अतः 
भ्थम सीन स्थान स * प्रकारों से भरे जा सच्ते ६ ।इल प्रकार 
से स्थानों को भरने में यदद देखा जाता दे फि स का घाा 
सदैव भरे गए स्थानों फे सम है । इसलिए न स्थानों फो भ 
,फे प्रकारों की संणब्या से के सम द्वै। 


रण्छ 


उदाहरण--५ ऊड़कों फो ३ पुरस्कार कितने प्रकारों से दिए 

जा सकते है, जब प्रत्येक लड़का सभी पुरस्कारों को 

पाने फे योग्य है ? 

कोई भी पुरस्कार ५ भप्रकारों से दिया जा सफता दै। 
ध्रथम पुरस्कार दिए जाने के पश्चात्‌ शेष में से कोई भी 
पुरस्कार ५ प्रकारों से पुनः दिया जा सकता दै। फ्योंकि यह, 
प्रथम पुरस्फार पाने चाले ऊदके को भी दिया जा सकता है ॥ 
अतः दोनों पुरस्कार ५१ प्रकारों से दिए जा सकते हैं । 

दोनों पुरस्कार दिए जाने पर शोप पुरस्कार पुनः ५ 
प्रफारों से दिया जा सकता है फ्योंकि प्रत्येक रूड़फा 
पुरस्कार पाने योग्य है । है 

अतः तीनों पुरस्कार ५१ प्रकारों से दिए जा सकते है 
इसलिए जब प्रत्येक लडुका सभी पुरस्कार पाने के योग्य है 
सब ५ लदकों फो ३ पुरस्कार देने के कुल प्रकार १२५ हैं । 


९.८१ ख घस्तुओं में से कुछ या सब बस्तुओं के 
सभाव्य चुनावों के प्रकारों फी फुछ संख्या निकालना । 

प्रत्येक बस्तु के साथ दो प्रकार से व्यवहार क्रिया जा 
सकता है। या तो उसे लिया जा सकता है, या छोड़ दिया 
जा सकता दै। 

क्योंकि किसी एक चस्तु के साथ व्यवद्दार के प्रत्यक 
भघफार को, अन्य वस्तुओं में से किसी एक के साथ व्यवद्दार 
कक प्रत्येक प्रकार से सम्बद्ध कर सकते है इसलिए स वस्तुओं 
के साथ व्यवहार फरन के प्रकारों की संख्या (२२८२३२८२)८ ... 
ख खण्डों तक) दै | किन्तु इस में उस प्रकार फा भी समावेद्ध 


श्ण्५ 


किया गया द मिसमें सब वस्तुएं छोड़ दी गई देँ। इसे छोड 
अन्य प्रकारों की कुछ संख्या २४-९१ हैं। 


०८२ तक+थ+द्‌+------ चस्ठुओं में कुछ अथवा 
सब वस्तुओं के संभाव्य चुनावों के प्रकारों की संस्या 
निकालना, जिसमें त एक प्रकार फी सजातीय, थ ईंतर*ं 
अकार की सजातीय, द्‌ तीसरे प्रकार की सजातीय*«*“* 
इत्यादि चस्तुएं हैं। 

त बस्तुओं के साथ (त+२) प्रकारों से व्यवद्वार किया 
जा सकता है फ्योंकि उनमें से ०, १, २,---०८ वे बस्तु्ष 
ली जा सकती हैं। इसी प्रकार थ बस्तुओं के साथ (ध+ 
प्रकारों स व्यवह्वार किया जा सकता है और इसी प्रकार आगे 
भी । अतः सय घस्तुओं के खाथ व्यवदार फरने के प्रकार 
(त+१) (थ+ १) (द+१).-०--०-०--०हैं। 

किन्तु इनमे उस प्रफार का भी समावेश दे जिसमे 
इन वस्तुओं भे से कोई भी यस्तु नहीं छी गई। इस प्रकार 
फो छोड़कर अन्य प्रकारों की समस्त संख्या 

न[(त+१) (य+१) (दकश0े नन्‍अनतगण 7 
उदाहरण १-- एफ दूरलिस्त साधित्र (६थध्टप्णए0 ०९" 

एथ०४7७) की ६ भझुजाएं है जिनमें से प्रत्यक, विधाम (् 

स्थिति समेत ५ स्पष्ट संशप्तियाँ (अंहगँंओ भेजने मं 
समर्थ हैं । दिसाओ कि संशप्तियों की समस्त संयया 

१५६२४ है। है 

पहली भुजा विधाम स्थिति समेत ५ स्पष्ट संश्षक्तियाँ 
भेज सकती है | यदि पहली भुजा ५ स्थितियों में से 


रण्द 


फिसी पद स्थिति में हो तो दूसरी भुजा ५ स्पष्ट संश्नध्तियां मेज 
सकती हैं। अतः दोनों छुजाएं मिलाकर ५९ स्पए्ट संशाहीयां 
भेजेंगी। इनमे दोनों श्ुज्ञाओं फी विधाम स्थिति फा भी 
समावेश हू । जब हे भुजाओं पर विचार क्विया जाता है 
तो संशाप्तियों की संख्या ५? होती है .....- ओर इसी 
प्रकार आगे भी। 


अतः छहों भ्रजाओं के फ्रियाशील छोने पर दुरालिख 
साधित्र ५६ स्पष्ट सश्नप्तियां भेजने में समर्थ होगा। किन्तु 
इनमें सब भुजाओं की विथ्यम अवस्था के प्रकार का समावेश 
होता है। अतः स्पष्ट संशप्तियों की समस्त सेस्या ५५-१२ 
अर्थात्‌ १५६२४ है । 


डद्ाहरण २-- एक रेल गाडी से १६ डिब्ये छेँ जिनमे * 
प्रथम बग के, ४ द्वितीय और ५ तृतीय धर्ग के हैं. और 
शेप एकेकशः भिप्न है। यदि प्रत्येक वर्ग के डिब्बे सज़ा- 
सीय भान लिए जाय॑ तो कितने घकारों से गाडी के 
डिब्यों का विन्यास किया जा सकता है? प्रथम वर्ग के 
डिब्बों को एक खाथ रखने में विन्यास के कितने प्रकार 
हो सकते हैँ ! 


१८ डिब्बों मे ३ एक प्रकार के सजातीय, ४ दूसरे धकार 
के सजातीय, ५ तीसर भरकार के सजातीय, और शेष 
पर्कैकशः पमिन्न हैँ 


हर 
हि लि 


अतः क्रमचयों की संख्या न्‍ 


२०७ 


दूसरी वा में प्रथम ये के डिप्ये एफ साथ हैं उ् 
(प्रथम यग के डिस्यों को) एक मान लिया जाय। अतः ६० 
पिन्यास में डिब्यों की समस्त संख्या १७ है जिनमें ४ एर्क 
प्रकार फे सजातीय, ५ दूसरे प्रकार फे सजातीय लौर शेष 


परकैफदाः मिन्‍न दें । 


ट्म्प 


[१४ 
>--फतनन 
|४ 


| 


अतः क्रमचयों फी अपेक्षित संख्या ने 


घ्् 


उदाहरण ३-- सब मिलाकार १६ अक्षर हैं, जिनमें बी 


हैं, दो ग॒ हैं; तीन ख दे, और अन्य घ, च छः के 

इन अक्षरों में से चार अक्षरों के (अ) चुनावों की 

(आ) विन्यास के प्रकारों फी संख्या निकालो ! 

क, क, ख, ख, ख; ग, गा घ. च, छ, जे ये सात मिपत 
घकारके सब मिलाकर ११ अक्षर हैँ चाए-चार के समूदद वन 
के लिए इनका इस प्रकार वर्गोकरण द्ोना चाहिए। 

(१) तीन सजातीय और एक भिन्न 

(२) दो सजातीय और दूसरे दो सजातीय 

(३) दो सजातीय और दो मिन्नच. 

(४) चारों सिन्न 

(१)यह चुनाव ६ प्रकारों से किया जा सकता है फ्यों 
कि तीन ख अक्षरों फे झफेले समूद के साथ फ, ग॒। थ, थे 
छ, ज इन मक्षरों में से भरत्येक फो लिया जा खकता द्दै। 


रण्८ 


(२) यह प्रवरण भ्च, प्रकारों से फिया जा सकता है 
फ्योंफि कफ, फ; जा, ख, ग, ग इन तीन युस्‍्मों में से दो 
युग्मों का चुनाव फरना दे । इससे ३ प्रकार प्राप्त दोते हैं। 

(४) यद चुनाव ३२ भच, पकारों से किया जा सकता 
है, फ्योंकि तीन यग्मों में से पक फा और शाप < अक्षरों मे 
से २ का घनाव फरना है। 

(४) इस्र *च, प्रकारों स किया जा सकता हे क्‍योंकि 
रे भिन्न जक्षरों मे से चार भिन्न जक्षरों फा चनाव फरमना 
द्दे 
अतः घनावों की रूमस्त संख्या 

ल्‍्ू दिन गसि३ +॑ (३० 'च३)+अच, 

२८६ »< ७२८६०८५ ५८ 

«० दै+ पेन रन कईेफ्र प्र 

** ६+र२े+3५+र५ 

ख्ध्टर्‌ 
चार अक्षरों के मिद्न भिन्न विन्यासों को निकालने फे लिए 
पूंगासी समूह में ले प्रत्येक का सब रांभाव्य प्रकारों से 
फरमचय करना द्वोगा । 





॥2 
१) से ->+ अथया २४ विनय! 
(१) ६२ त्श विन्यास 


्द | 
(२) से ३० हर अथवा १८ विन्यास 


२०५ 


(3 





(३) स४५२ बन अथवा ५४० विन्यास 


(७) से ३५०८४ अथवा ८४० विन्यास प्रात द्वोते दे । 


अतः विन्यासों री समस्त संण्या 


(१ 


(३) 


(रे) 


(४) 


सनरे४ +१८+ ५४० -+-८४० 
जन्शै४र२ 


प्रश्नावल्ति १४ 


जलयान चलेत है ! 


चम्बई और मद्गास के बीच < 
मद्रास ज्ञाकर 


एक मनुष्य कितने प्रकारी से, वम्बई से मद्र 
पिन्न जलयान से छीौट सकता दे ? 

३० डपन्यासों, के मासिक पत्चिकाओं और < देने 
चत्रिकाओों से किसी एक उपन्यास, एक मासिक 
पघत्चिका, और एक देशनिक पत्रिका का शुनाव कितन 
प्रकारों से किया जा सकता हैः 

किसी अलमारी के एक खाने में केवल 4 पुस्तक 
रखी जा सकती हैं ॥ १२ पुस्तक उसम कितन 
प्रकार ल्ले रपी जा सकेगी 

८ भिन्न पुस्तकों का अलमारी के खाने में कितत 
प्रकारों से विन्यास किया जा सकता दे। मिलते 


२१० 


रण) 


(७) 


(<) 


(९) 


(१०) 


दो विशेष पुस्तक एक दूसरे के साथ रहें? 
१० छड़को का शक पंक्ति में कितने प्रकारों से 
विन्यास किया जा सकता है? इनमें से कितने 
प्रकारों में आदि और अन्त के स्थानों में दो 
विशेष लड़के रहेंगे? 

११ परीक्षा-पत्रों को कितने भिन्न क्रमों में रखा जा 
सकता है जिस से तीन गणित-पत्नों में से कोई भी दो 
अछुगामी न हों ? 


हत खंकेतना मे व्यक्त करो-- 
(अ) १२३८ ११३८१० (आ) ८ ९» १० ११ 
(६) स (स-९) (स-२) (स-३) 
(६) सर (स+१) (स+२) 
(उ) स (स+ १) (स+ २) (स+३)--- (स+ल) 
सर 
सरल करो (अ) ----- (आ) स्‌ - सर 
स-२ 
सिद्ध करो कि 
(आओ) स्ख-ू सि 5मशा[(१७३०५०८७...(२ख-१)] 
(आ) २१६०८१० २ १४... (४-६) (४से - २) 
ल्‍(ख+१) (स+ २) (स+-३)..-(रस - १) (रस) 
७ सांक्षेत्रक वर्णा (9घंडणव० 60०7७) के सिन्न 


विन्यार्सो की सेदया निकालो जिससे नीला और दरा 
घर्ण एक्र साथ न दो। 


न 


(११) 


(९२) 
(१३) 
(१७) 
(१५) 


(१६) 


(१) 


(१८) 


(१५) 


३ व्यंजन और २ सर इन ५ अक्षरों से ऐसे कितने 

मिन्न शन्द घन सकते हैं, जिससे किसी भी द्ादव्दर्म 

तीन व्यंजन एक साथ न दो ? 

शच्च्य३७,  चि२७ ' चर. पी अर्हडाद निकालो। 

ब्कछ "कफ, कक फी अर्दा् निकालो । 

यदि 'ण्चन्न 5 भसंचा+७ तो न की अर्दा निकालो | 

यदि म्न्‍्तैच, तो दिखाओेफि चिंइतत३े सच 
[कलफत्ता (हे 

दो आदमी एक रेछ के डित्ये में जाते हैँ जिस 

६ रिक्त स्थान है । छितने भिन्न प्रकारो से रु 

उसमें चैठ सकते दे ? 

५ स्त्रियां और ३ पुरुष टेनिस खेलना चादति 

हैं. । कितने प्रकारों से थे विभक्त हो सफेते दर 


यदि सभी पुरुष एकद्दी पक्ष में न हो ? 
[नागपुर १९४१५ 


८ और €* खिलादियों के दो समूहों में से ११ 
खिलाड़ियों का क्रिकेट संघ के लिये खुनाव फरना 
है । यदि ६ के समूद से कम से कम ४ फो 
लगा हो सो क्तिने प्रकारों से खुनाथ किया जा 
सकता दे ? मिद्दास १८६४४ 


दो क्रिकेट दल हें ओर प्रत्येक में १५ सदस्य दै। 
चादे प्रथम दल का पक सदस्य कफ छना हो और 
दूसरा सदस्य ख छोदना द्वो तो, प्रत्येदा पक्ष में है 


श्र 


(२०) 


(९१) 


(२२) 


(२३) 


(रण) 


(२७) 


फिलाडो घुनकर फितने प्रऊाये स खेल पए विन्यास 
किया था समझता है। [भनश्नामलाई १९३७ 
पक्क क्रिसिट दकू में १४ सदस्य हे जिनसे ५ गेद 
फेर सकते हैँ | कम से कम ३ गेंद फफने बालों 
को छेकर ११ सदस्यों का चुनाव कितने प्रकारों से 
हो सकता हे ? [भान्ध्र १६४० 
क्रिक्ट के १६ खिलाडियो में ६ गेंद फेंकने धाले, 
ओर ३ विकेट रक्षक हैँ । ११५ खिलाडियों का 
चुनाथ करना है | यदि ११५ खिलाड़ियों में ७ 
भेद फेंडने थारे और २ पिंकेट रक्षझ हों तो 
चुनाव कितने प्रकारों स किया जा सस्ता है? 

[आन्ध्र १९०३५ 
किसी भी अक की पुनरात्नत्ति न करके १, ३, ०, ७+ 
अंफों, के भयाग से चननवाली १००० से बड़ी 
संख्याओं की खेख्या और उनका योग निकालो | 
१४ बस्तुओं में से पत्येक वार ५ चस्तुएं छेने पर 
७ दत्त धस्ठुद सदेव कितने ऋमचर्यों में रहेंगी? 

[नागपुर १०२५ 
१० बस्तुओं भ से प्रत्येक यार चार लेन पर उनके 
कितने क्रमचर्यों में एक विशप चस्तु (१) सदैव 
रहेगी (२) कभी भी न रहेगी? 

[क्लफत्ता १९३६ 
एक व्याक्ति अपने ४० मि्रों को भिन्न भिन्न 
खपूहों से अघिक से अधिऋ भोज देना चाहता 


श्र्रे 


(२६) 


(२७) 


(२८) 
(२९) 


(३०) 


है । प्रत्येक भोज में अतिथियों की सपा समाव 

है तो बताओ उसे प्रत्येक बार कितने मित्रों की 

चुलाना चादिए और घद्द कुछ कितने भोज देगा 
विग्वई १८८४ 


एक व्यक्ति २६ मित्रों को मिन्न मिन्न समूहों मे 
अधिक से अधिक भोज देसा चाहता है। 
प्रत्येक भोज में अतिथियों की संख्या समान है। 
तो बताओ उसे प्रत्येक भोज में कितने ब्यार्फ 
आमंत्रित करने चाहिए और कितने भोजों मे ण्फ 
विध्ाप ब्यक्ति बार बार आमंत्रित होगा ! 


एक चाचनाठय में संस्झत की १६ और दिल्‍्दी 
की ८ पुस्तके हैँ । संस्ठत की ४ और हिन्दी पी है 
पुस्तकों के समूह को अलमारी के खाने में कितने 
प्रकारों ले रखा जा सकता है ? 

७ बिन्दु और ५ प्रासों (52700) का किसी रेखा मे 


कितने परकारों से विन्‍्यास किया जा सकता ! 
4 नीली, १ इंचेत, १ छाछ, और १ फाल्टी पताकार्भो से 
कितनी विभिन्न संश्प्तियां हो सकती दे ? नि 
पक चाचनाछूय में एक पुस्तक फी ५ प्रतियां, दो 
पुस्तकों की ४. ४ प्रतियां, तीन पुस्तकों फी 5५ * प्रतिया 
और ८ पुस्तकों घी एक एफ प्रति है । इन सब पुस्तका 
का क्रितने प्रकारों से विस्यास किया जा सकता द्दै! 
[कलकफता (कह 


ररछ 
र 


(३१) ख वस्तुओं में से अत्येक बार 'न' वस्त॒द लेने पर पाप्त 
होनेवाले क्रमचयों का अभिधान ऋन से होता दो तो 





दिखाओ कि 
ऋ+? _ कर 3 कऋत्त 
क्र र्फ जज ऑअरशाी-१ 
३ ३ सर 
[मद्रास १८८० 


$ड 


(३२) (५ गेंदों का कितने प्रकारों खे विन्यास हो सकता 
है यदि उनमें ६ काली, ५ लाल और ४ इंचेत हो ? 


(६३) ८ पताकाओं से विभिन्न संशप्तियां करने की संख्या 


फिकाछो यादि उनमें २ इंचत, ८ काढछी, और २ छाल 
ऑ? 


«हिट! 


(३७) १, २, २, ३, ४ अंकों भे से प्रत्येक वार चार, चार 
'छेकर १००० से बडी संख्याएं कितनी बनेगी ? 
मिद्रास १८८९ 


(३०) १, २, ३, ३, ३, ४ अंकों के प्रयोग स््‌ ४००० से छोटी 


संख्याएं' कितनी बनेगी ? (मद्रास १९०१९ 

(३६) २२१५०२ खंण्या के अंकों से ६ अंकों वाली विभिन्न 
खंख्याएं, कितसी बनेगी ? [मद्रास १८८६ 

(३७) २, ३, ०, २, ३, हे अंकों से ६ अंकों बाली कितनी 
'. संय्याएँ वन सकती हैं ? नागपुर १९४७६ 


(३८) यदि आचार्य पद के छिए तीन प्रतिस्पर्धी हों जोर ५ 
मलुप्यों के मतों से एक का निर्वाचन करना हो तो 
फितने धऊारों से मतदान दो सकता हैं ? 

[बन्बई १८८८ 


हा 


(३९%) 


(४०) 


(४१) 


(2२) 


(४१) 


(४४) 


(४)) 


रे 


2 पलछय दै जिन से अत्येक्ष पर < मिन्न मिन्न बक्षर 
हैं। इनसे मिप्न सकेसवाले कितने अक्षर-तालक 
(0967 ]025) घन सकते हैं. ? हे 
एक निर्वाचन में ५ शतिस्पर्थों दे और ३ फा नियाचत 
करना हैं। मतदाता निर्वायित होनेवाछे प्रतिस्पथिश 
की संस्या से अधिक मत नदींदे सफत। किते 
प्रकारों स एक मतदाता मत दे सकता है? _ 

१ रुपया, १ अठक्ती, १ चबन्नी, २ दुभन्नी, और ? 
इकस्ती, इस सिक्कों (००४७) से कफितेने सिमिश्र 
सेफ्लन (७७७५) हो सकते दे ? हत 

३ छाल, २ मभीछो, २ पीली, १ दरी, १ इय्रेत, और १ 
घैंगनी पताकराओं में से ४ पताकाओं के (३) चुनाव 
की और (२) विन्यास के संभाव्य प्रकारों फी खंद्या 
बनिमालो । 

शादश भुज के फोण-विन्दुओं फो जोड़ने से क्तिनें 
बिक्रोण पाप्त होंगे ? 

एक समतल में न बिन्दु हैँ (जिनमे संरेख म चिर्दुओं 
को छोटकर कोई भी तीम पिन्‍्डु एरू सरल रेखा 
नहीं ८ं। विन्दुओं को मिलाने से प्राप्त दोने घाली 
(१) विभिन नेसाओं ओर (२) ज़िकोणों की संख्या 
निकाला । 

एक रेल मांगे पर स स्थान (3६880०% हैँ । यदि 
गादी के उहरने के कोई दो स्थान्न अनुगासी (00090- 
८पभ्न२०) न हो तो दिखाओ कि कोई गाटी इनमें फिन्दीं 
तीम स्थानों पर 


शरद 


न (स-२) (स-३) (ख-४) शभ्रकारों से ठहर 
समझती है । | 
४६) एक रेल-मार्ग पर २० स्थात्र हैं। यदि किसी एक 
स्थात्र से दुखूरे स्थात्र के लिए दतीय श्रेणी के पत्रक 
», (४05०8) मिल सकते हो तो चताओ कि द॒र्ताय भ्ेणी 
के कितने पन्रक छपने चाहिएँ ? 
४८) एक दुरकछ्तिज साधित्र की ५ भुजाएं है, जिनम॑ प्रत्येक 
घिश्राम-स्थिति समेत ७४ स्पष्ट संशातयां भेजने में 
» समर्थ है। दिखाओ कि संघशत्तियों कि संस्या १०२३ है। 


नर 


दसवां अध्याय 


गणितीय अनुमान 
(एाथर०्णा्ण ले ईं907०४०फ) 


१०.१ नीचे दिए उदाहरणों के अध्ययन स गण 
भां| 


अज्ञमान की रीति विद्यार्थियों की समझ में अली 
आजायगी। 


उदाहरण १- सिद्ध फरो कि ध्रथम स प्राक्मतिक संस्यार्मी री 
योग ने (स+ २१) हे 


यह सिद्ध करना है कि 


१+रन ३े+-.-«-- +स> सिर) 


न 
[स की खब अर्दाशों के लिए 


बबध्न ? हिकश ने हा.) 


अतः प्रमेय सर १ के लिए सत्य दे । 


« चशट 


पुनः प्रथम दो पदों का योग 


शक्ल हु (१+१५]+२ 
पु [ (१) का प्रयोग करने से 


२ 
च्लाद्ा [++१) कल | 
अतः प्रमेष सन्‍-२ के लिए सत्य हे। 


पुनः (१+२)+३८ जि (१+१]+३ 


[ (३) का प्रयोग करने स 
च्त्दि 


छू [३+१] 


अतः प्रमेथ खर-३ के लिए. सत्य है। 

यहां यद ध्यान में रखना आचब्यक है कि प्रयेक फल 
का उपपादन पिछले फछ के उपपादन पर निर्भर रखा 
गया है। 

मान लो स की विशेष अर्हा त है। अब त के लिए इस सूच 

की सच्यता की फकवपना करो । अब यह सं एकया जायगा 
कि यह स की आगामी उद्यतर अर्हा अर्थात्‌ (त+१) के लिए 
भी सत्यहे। 

श+र२करे+--- फंस सै व (व+ 0 सत्य हूँ. .... “४) 

दोनों पक्षों में (व्+१) जोड़ो । 


श्र 


॒ 


». (१+२+३+ «००» +त) + (त+१) 


ज्न्न ्त (व+१) + (व+ २) 


न्णा 


+ हू त+१) (त+शो' 


अर्थात्‌ फठ, सल्‍त+१ के लिए सत्य दै। अतः या 
उक्त फस्पना स-त के छिए सत्य हो तो बद सच्त+( 
लिए भी सत्य दोगी। अर्थात' प्रमेय जहां भी सकी किसी 
विशेष अर्हाँ के लिए सत्य दे वहां वद से की आगामी 
अदा के लिए भी सत्य द्वोगा। 

यह दिखाया गया दै कि प्रमेय स- २ के लिये सत्य है। 
अतः स*२, मे के लिये सत्य दे | अब यद सल्ई 
के लिए सत्य है. इसलिए स फी आग्रामी उशा 
भर्दा अर्थात्‌ ४ के लिए भी सत्य है। 

यह सरू४ के लिए सत्य दे इसलिप स 
उच्चतर अह्यो अर्थात्‌ ५ के छिए भी सत्य है। , 

इस विधा के लगातार प्रयोग फरने से अन्त 
सिद्ध किया जा सकता दे कि, सकी किसी भी. वि 
घन पूर्णाक अदा के लिए प्रेमय सत्य है| इससे प्रमव 
की उपपत्ि का पूर्णतः स्थापन हो जाता द्वे। 
उदाहरण २-- गणितीय अज्ञुमान की रोते से यद सिर 

करो कि यदि स फोई घन पृर्णाक दो तो (य-स 

यद यर्ते-रस का खण्ड छे। 

यह स्पए'्ट हैं कि स+१ छिये य->णर यद 
खण्ड दे। पुनः खतूर फे लिए यरी > रो, (य१ ८ 


वी. आगामी 


ये -र का 
र)) द्वोता दै। 


रर० 


अब ये रण व्य[य-ब/+ रथ >+९७)  ००००००९०००००६7 
क्योकि दक्षिण पक्ष के दोनों पर्दों में (य-र) खण्ड है, 
इसलिए, स्प््त: य*-२* में (य-र) खण्ड है । अतः प्रमेय 
झार२ के लिए सत्य है। पुनः स 5 ३ फे लिए 5 
->#५१- य>यर >य>#रर कंय>&रस-->र>रर 
न्‍न य[य१-र*१) + र*(य-र) 
(१) और (२) का प्रयोग करने से यह लिद्ध होता है कि 
(य३-२३) से य-२ खण्ड है। « 
अतः यर्तं-र्त मे सतन्‍त्दे के लिए. य-र खण्ड है। 
अज्ञमान करो कि स की विशेष कह्पित भर्दधा त के लिए 
यणे -- रुप मे (य-र) खण्ड है। अब यह सिद्ध किया जायगा 
कि ख की आगामी उच्चतर बहा अर्थात्‌ सन्‍्न+१ फे लिए 
भी (यर्टे-र०) मे य-र खण्ड है। 
अय ये) --रपे१ स्य>यत-य <रफप +य ३८रत +२»८रपे 
न्य[यर -रप]+रप[य-र] 
यह कल्पना की ५ गई है कि यरेें-रत का य-र खण्ड है 
जोर यह स्पष्ट हे कि य-र, रणेय-र) का खण्ड दे । 
53325 48 ७ 
फ्योंकि दक्षिण पक्ष के दोनों पदों में य-र खण्ड है इसलिए 
य-र चाम पक्ष का भी खण्ड है । 
५. अतः यदि यह फतपना फि ये -रत छा य-र खण्ड 
है सत्य छो तो घह यर्णग१-रण* का भी खण्ड होगा। यदद 
दिखाया गया है कि स १ के किए यर्ेे - रस मे (य-र) 
खण्ड है, अतः स २, हे के लिए भी खण्ड है। क्‍योंकि य -र, 
या -रसे का ख ३ के छिए खण्ड है, इसलिए वह ये -रफ्ें 


सर 


का स>४ के लिए भी खण्ड होगा । अतः य-र, या-र 


का खण्ड है । क्योंकि य-र, यर्ट>रो का सलाह | 
लिए खण्ड है, इसलिए वह यरे-रप का सल्तष के लि 
भी खण्ड होगा। अतः य-र, य/ -र" का खण्ड है। * 

इस बिघा के लगातार प्रयोग से यदद पूर्णतः स्थापित 
हो जाता दे कि 'स! की सव धमपूर्णाक अर्दोझों के लिप, 
ये -रस में य-र खण्ड है । 


प्रश्नावलि १७ 


गणितीय अज्ञमान की रीति से सिद्ध फरो-7 
(९) ११+र कप क «०-० पीस न सकल+ है) (इस+0) 


(२) ११+३३+३३१+-०*०«पीख नई [जिस +3] ; 


(0 १+३+क५क >>" नी (रस श्ैच्सर 


(3). १५२+२२८३+दे>४नी +++०++ ने +स(स+ १) 
_स(स+१(स +?) 
लय इ् 


(७५) क+(कर+च)+(क+रुच)+ “पं किर्फ (सर १)च) 
नम सिकि+(स- शच| 


शरर 


(६) क+कमन+कनर + ...»---+- +कन्ती + 5२० --. 


(७) सिद्ध करो किस की अयुग्म घन पूर्णाक अर्दा के 
लिए ये + रण, य+र से भाज्य है। 


560. लो सी 3, 
(७) श्ध्रशा छप्रई लाल पे स(स+१)  स+१ 


श्र३ 


ग्यारहवां अध्याय 


द्विपद प्रमेय 
(छंग्रठामांछ 000700) 


धन पूर्णॉोदघात - 


११.१ धत्यक्ष शुणन से प्राप्त किए गए इन फर्लों पर 
विचार फरो। 
(य+क,) (य+कर३) तर य१+ (क, नाफश) य न फ फेर 
(य+क,) (य+फ३) (य+फ७) 
७ [ये (फ, +फ+) य + क, कर] [वि+ कक] 
भू यर३+ (क,+फरनंफकक ) य 
+ (कक, + फाक + कं, फ)य +  फ। फ पींड 
(य+फ,) (य+क+३) (य+प) (य+क,) 
कया (क,+फ,+या३) यो 
+(क,फ, + क «पा +- प के) य न फ ३ के २ केक 
+फ, कफ] € वि+फर) 
नन्‍्य*+ (क,+क, कह + फ,) य 


ररछ 


कऊकि,झ, +फ,कड +फ, फ, + कफ 
#कश्क, +फफ,.]य 
+ [क,करफ+फ,फर कफ, + कफ, फडफ,+ 
+कशफफ,.]|य 
+फक,फक,कडफ 


यादे खण्डों की संख्या कम हो तो प्रत्यक्ष गुणनफल 
सरलता सत्र मिलता है, किन्तु खण्डों की सख्या अधिक हो 
सो गुणन-विघा दोर्धचञ्नी होती हैं। अतः ऐसो अवस्था में 
गुणनफल पाने के लिए किसी दूसरी विधा की सद्दायता 
छेनी होगी। दाहिमी ओर के भिन्न भिन्न पदों का निरीक्षण 

और अन्त के सुणनफल पर जिसमें चार द्विपद खण्डों 
का ग्रुणन किया गया है, विचार करो। 


सम्पूणे गुणनफल अनेक आंशिक ग्रणनफर्कलो का योग 
है और प्रत्यक मांशिक गुणनफल सब संभाव्य प्रकारों से घाम 
पक्ष के चार खण्डों मे से प्रत्यक्र से फेषठ एक अक्षर 
लेने पर प्राप्त ४ अक्षर का गुणनफल है। 

अब आंशिक गुणमफलो पर विचार करो। 

(१) वाम पक्ष के चारों खण्ड में से प्रत्येक से 'य! अक्षर 
डेने पर गुणन-फल य* होता है। इस प्रकार पहला 
पद य* यनता दे। 

(२) सब संभाव्य प्रकारों स चुने गए किन्हीं तीम खण्डों 
में से भत्यक से 'या लेने पर जोर शेप खण्ड मेंसे 
फक,, कफ फंड) और हा] में से एक अक्षर लेने 


श्र५ 


पर जो सुणनफल धाप्त द्वोते हैं उनके योग से दूसय 
पद यनता दहै। + 
(क, +फर+ कक + के.) या यह द्वितीय पद दै।_ 
(3) सथ संभाव्य प्रकारों से छुने गाए किन्‍्दीं दो खण्डों मे 
से प्रथिफ से या! छेंगे पर और शोप दो सण्डों में से 
कफ, फ३) के और क, में से कोई दो अक्षए लेंगे पर 
जो (*चथ,) गुणनफल प्रास प्लोते हैं उनके योग से 
तीसरा पद यनदा दै। 

(४) सब संसाव्य प्रफारों स चुने गए चार पण्डों रगेसे 
फिसी भी एक खण्ड से “या ठेने पर और छोप खण्ड 
में से, फ,, फ७ फंड भर क, में से कोई भी तीन 
झेने पण शो सरुणनफल (*च$) प्राप्त दोते हैं उनके 
योग से चौथा पद दनता दे। 

(५) अन्तिम पद (पांचवाँ) य-पिरदित दै और कफ, फंड 
घा$ तथा फ, इन चार राधियों का गुणनफल ह्दै 

डक्त विधा से इन उदाहरणों फा साधन किया गया है 
बदादरण १-- (य-१)(य+ ३) (य +8)(य -4) को गुणा करो। 
शुणनफरः ७छ यई+[“*+रेन/४- <]वा 
+[(-१) (३३+(-१) (७)+(-१) (“<) 
+३३८४+३(-८)+४(-८)) या 
+[(-११(३)(७)+(-११(३)(-४) 
+३३२४(-८+(-१)(७)(० दब 
+(-१)(३)(४)(-४८) 
स्न्थर +रेय? - छर्देय* -- ५रेय + %पे 


रद 


उदाहरण २-- 


(य+रे) [य--५)(य+ ११(य+२)(य- ८) के सुणनफल 
में य* का गुणफ (००४०९०४) निकाछो । 

य* की घारण फरने वाले पद किन्हीं भी दो खण्एों में 
मे लिए गए य के और शेष सण्डों से से छा गट तीन सेख्या- 
स्मक राशियों के गुणनफछ से बनते हैं। अतः य* का रुणक, 
३, ५, १, २, -< इन राशियों भें से तीन तीम फरके 
प्र्येझ पार छी गई राशियों के गुणनद्ल कफ योग के सम है। 
«४. अपेक्षित गुण 

न_३(-०५)३१+३(-०५)२+३(-५)(-<८) +३०८१२८२ 
कझे %१(-८)+३२२(-८)+(-५)(१)(२) 
+(“५)२(-८)+१ ४ २(-८)+(“५)२(-८) 
च| “१५-३०+ १६०+६-२४- ४८-१० +४०--१६+ ८० 
बन्रै०३ 


११.९ स द्धिपद खण्डों का शुणनफलछ «“+ 


(्र+क,)(य+क,)यि+क३3) --«- 
के गुणबफल पणए खिचार करो 

सर द्विपद खण्डों फ गणनफल को प्रात करने फे लिए 
गत अनुच्छेद में चाए झ्विपद्‌ राणण्डों के शुणन के लिए 
दी गई रोति का अज्ुखरएण फ्रिया जायगा।! 


सब संभाव्य धकारों से स खण्डों में से प्रत्यक्ष खे एक 


"००० सिंज॑- कस) 





शर७छ 


५ द्वाक 
यक्षर हुनकर उन सबके मुणनफछ से ब्राप्त  ऑँ' 
शुणनफर्लों फे थोग से सम्पूर्ण गुणनफछ प्राप्त होता 
है । अतः अन्तिम फल में आनेवाले प्रत्येक पद फी विमा 
(कंग्रा0त४०79) स छोती है । 

थ. का उच्चतम घातीय पद ये दे थौर यह 

प्रत्यक खण्ड में से य फो लेकर उनके गुणनफ् से 
घनता दे । 
५. ... सब सेभाव्य प्रकार से चुने हुए किन्‍्दीं (स- २) 
मे के प्रत्येक से य फो लकर और कं, फेर कै “० छः 
इममें से कोई भी एक अक्षर लेकर यर्येँ" फो चायण 
करने याले पद बनते हैं । अतः अन्तिम गुणनफल में 
ये का गुणक क,। कर) फीड? >,००००-««फैस _ इन रो 
के योग के सम है। इस योग फा यो, से अमिघान 
करो | यद्द स्पष्ट है कि जिन पर्दों से यो, बनता द्द 
छनकी संण्या थे, के सम द्दै। 

सय संमाव्य प्रफारों से चुने गए किन्दीं (सं २) _छण्डों 
मे के प्रत्येक से य को छेकर और शेप खण्ड़ों में से 


हु 


कल फछ “- फंसा में से फोई दो अक्षर छेकर 
को घारण करने चाल पद यनते हैँ । अतः अन्तिम 
गरुणनफल मे या का गुणक के, दांत करफे 9५ न०* पीस 
अक्षरों में से प्रतंयक चार लिए गए दो अक्षरों के 
योग फे सम दै। इस योग का योद से अभिधाम फरो। 
यो, में पदों की सण्या सच, दे! 

अब सखामान्यपद अथीत्‌ या को धारण करने पाला 


पद - लिखा जा सकता द्दै। 


सण्डों 


शर्ट 


.. _ सब संभाव्य पकारे से घुन गए किन्दीं (ल-न) छण्डों 
में के प्रत्यक से य झेकर ओर फ,, फर, कफ, -««-- 
कल में से कोई भी न अक्षर सेरूुए यर्तीन को 
घारण फरने धाले पद्‌ बनते छूं। अतः यप-०* का गणक 
क,, फ,, फ3, -----०- कम अक्षरों भें से प्रत्यक बार 
लिए गए न अक्षरों के शभुणनफल फे योग के, सम दे। 


इसका यो ले अभिधान करो। योद में समस्त पद्क्षय्या 
स 
चलन दे । 





य से स्वतन्त्र पद क,) कर; फं३+००००० कर अक्षरों फा 
गुणनफलछ है। इसफा योत्त स अभिघान फरो | 


अतः य के अवरोद्दी घाततों मे विन्यस्त किया गया 
सम्पूर्ण ुणनफल . , 
जन या + [कि + कर + -- फल] ये * 
+[क,फ, +क,कक + _ यरपे-९ 


+[क,क,फक३+क,क,फ, न ००-०० _[यरत- ९ 





+[ऋ,फश्क५---फस-$ + *»]य+ [फि,करफ---फरस] 
ब्य +यो,यर्त। +यो,यर्ते* + ......... + योक्वर्तरं 
नै न>ू०००० +यौ६४-. ,य+योत् 

११,२१५ अब यदि के, फ३,---०----फस में से प्रत्येक 


२२०५ 


'क' फेसम लिया जाय तो यो, का सच; क में, यो३ का च« का 


में......-योन का सच/कं में. ---योस-५ का सख्क्च-+्फ 
ओऔर योस्ध फा कर भें परिवतेन दो जाता है। 
अतः स द्विपद्‌ खण्डों का ग़ुणनफलू 
(य+फ) फे सम है, 
(य+फो स्वर + सच, क्या १+च,फोय 
ऋऔससप्रकों यर्प न + ...-*- +सचत-,फ 
से व्यक्त किया जा सफता है । 
यद्‌ स्पष्ट है कि ऊपर के फल में पदों की संद्या (छ+0 


हे 


जिनमें से प्रत्येक 





[स-* + ... 
स-भय+ कक 


है 
(य+फोण का उपर्युक्त बिस्तार घन पूर्णांक घात के 


किए द्विपद विस्तार कददलाता है। 
ये मोर 


११,४७९ (य+कोए के उपयुक्त विस्तार में यदि 
क का व्यतिद्दरण किया जाय तो 
(क+योपे-ल्कर +पेच ,य कर १+ सचच,य'कर्षी ९ न +*** 5 
क+सज्वन्य करते न + ....... +संसह-५या "कर्तय 
वि 


ज्राप्त दोगा। 
दोनों विस्तारों की सुझना-सखे यह शात्‌ दोता द्दैकि 
चएले पा पिन्गालय के अवरोदी यातों में और दूसरे फा 
य के आरोही घाठों से दे । 
याँवि द्वितीय विस्तार में क-१ रखा जाय तो 
(१+योप+१+रच,य+चबया नी »«« 
कब्चदपत + ... + सह. ये कं या 


इस विस्तार में के सच, 'च,,...सचन द्विषद शुणक 
(070०7४४) ००७० ७०ग्रा)) फदाते है । 


सामान्य पद्‌ का पनु++ से ्षभिधान फरने पर 











पन्र++ +* चनय 
_ स(स-- १)(स--२)......(स-स+ १) 
न रऋ%शप्र३५५... न यो 
*_|स 
“थे खिनन 3 
इससे 
(+बा्ूश्केसय+ सन पल रस) ५ 
रे 
+.+रसि- कस २)... -“न+शेदन + ... +य रस 


॥5॥ 


यद द्विपद विस्तार कापसरलतम रूप है । अब (य+रो 
के समान रूघातीय द्वधिपद विस्तार, उस विस्तार पर अब- 
लंयित किया जा सकता है जिसमें भरथम पद पक दो १ इस 
के पग्चात्‌ ऊपर दिए गए द्विपद्‌ प्रमेय के सरलतम रूप का 


उपयोग शिया था रूवतता है। यह इन उदाहरणों से रपट 
छोगा-- 


उदादरण १--- (य+र)स का विस्तार करो। 


रर१ 





अग्न (यर्न- रो ++ [ य्‌ श्‌ +३) 
ब्यरते(१+ यु भस 


> >ख्छ रखने पर 
् ] 
(य+२र) नूथ (१+छो हे 
न्यर्त[१+रेच,लछ+ सच छ' + >«ञर्वनल नी ** 
»« +चशल 7] 
र रप 
व्यस[२+ंख, > +चि % ते 
[२ भर ये 4 य*ः 
न रो 
सच्च ८ स् 
+चन यने +«« + चत यो 


ब्य +सेच, रयतेए ३ सच्च, सभ्य सं. ,.. ५.०० 
«न चन राय फल... + चि् री 
उदाहरण २-- (य+फ)* का विस्तार करो १ 
(य+फक)* ७ य* + ला, कय + चशकय। कक ब्यकक या 
+5्चफर्य तक ब्यकाच' + ब्यइकपय 
+ पका 
स्ूय +छकय + रश्क्य+देपकरयर 
+शेषकभ्य*+रश्कयश+उफ पय+ 


ब्शेर 


ढ 


डदाहरुण ३-- (श्य--२)" का विस्तार करो। 


(य+फोते से (श्य-२)" की तुलना फरने एरए यह 
प्ात होता है कि इस छ्धिपद्‌ में य के स्थान पर शेय है और क 
फे स्थान पर (-र२) है । पिछले उदाहरण कीरीति फा 
अनुसरण फरने पर 
(२ य+र२)५ (सर) +"च, (-र) (रुय)* 
+/च२(-२)१(श्य)१ + "च५(- २) ;(रैय)* 
+“च, (-र)* (स्य)+" च, (-२)५ 
स्तरेरे य ४-८० र॒ य*४+८० र॒ध्य२-४० र॒भ्यप 
० रभ्य>र" 
उदाहरण ४-- 
(य+ ४/३)५ + (य- ४३)" की अर्धहा निकाणो। 
(य+ ४४३) ५ + (य- ४३१५ 
* [य/+"च,(४३)य* + “व, (४३) य* + ४ च (४३) प्य * 
+'च&(४शेभ्य+च (४४३५ ] 
के थि"+ धच, (्‌ कि] शेयर हु चर (्‌ न /शे) भय? 
+च (- ४शेयर+च, (- ४शेप्य 
+'च५ (- ४३)" ] 
बूर्य"+२भच (४/शेय' +र'च, (शेभ्य 
सूरे या +दण्य२ +९० ये 


श३३ 


ह१.३ (य+कोए के विस्तार में फिसी पद को 
मिकालना ! 
(य+क)ण के विस्तार में 


प्रथम पद ये अथवा च,यर्ण है। 

द्वितीय पद. च,कर्या है। 

ठुतीय पद सद्च,कप्यत * हि। 

चतुर्थ पद 'चेंउफ सिर है... ..- --इत्यदि 

इम पद्दों में ये सामान्य गुण स्पष्ट दैँ-- 

(१) च का पादांक पद-संख्या से १ कम दै। 

(३) क का घात और घच का पादांक पकद्दी है 

(३) क और य के धार्तों का योग द्विपद्‌ के घात केसम , 


। 
झतः यदि (त+१)वें पद फा अमिघान पत++ से किया 
ज्ञाय 
तो पत+६ “ चित करे रण 


११.३१ (१+य)४० के विस्तार में आदि और अन्त से 
झमदूर पदों में फे गुणक समान दोते दैँ । 
थद्द शात दे कि 
(+योस +१५+ सच, यकरजथ, य*ने--+ा चित यो 
ऊ#--«« नी चित-+ या १ कय 
इस विस्तार में पदों की संप्या (स+२) है । 
मादि से त वें पद्‌ में निद्ित गुणक क्‍चत-+ के सम दे । 


ररेछ 


अन्त से ता पद्‌ आदि से (ख+२-त) मे पद्‌ छोगा । 
सतः इस पद में निहित गुणऋ--च+-,-त 
नतरेचस-स+$-त) 
जःसत-५ 
जता आदि और अन्त से समदूर पदों में निदित' सुणक 
समान दोते है । 
११,४७४ कुछ साधित पशक्ष-- 
उदाहरण १-- (य-२) के विस्तार में ४५ पद्‌ निकालो । 
धपा दद्‌ भला (-र)गयर 
६२८५:८४ 
बट न र्ऋश्फ्र्शप पा 
सम“ रेवण्सग्यर 
उदाहरण २-- (य-फक)'१ के विस्तार में श्श्पा पद 
निकालो । 


श्ध्र्वा पद्‌ हू ष्च, ढ (-क)*भ्य* 

ड़ रि कर ध्यर 

>> १६२१५ ५ १४२८ १३३ ३९२०४ 

१५८९«<६३५४ 2 
८१८२० छभ्य्यर 
३) १४ 

छदाइरण 3... (य*-ह)  फे विस्तार में य** का 
शुणफ निकालो १ 


माम लो य*<, (त+१) पद में थाता है। 
अब (ये -डे) र नया (१ - क्र, 
(१ -च्न०) के विस्तार का प्रत्येक पर या 
से गरुणित है 
५५ 
हि हे हक ब्ष 
पतक4 5 या [६ हिज। के विस्तार पा 
(व+ शा पद] 


चल छः रे है; 
य३" » *"चत (-क्) 
# (-३)प २८ घत> या व 
किन्तु इस पद में य का घात १८ है। 
“४ दे०-रेत न १८ 
रेत -- १२ 
ततरछ 
अपेक्षित ग़रुणक म+(-३)४ »८ *५च, 
>ट 2८१५२ १४ ४ १३: ९१२ 
१२८२२८३२८४ 
म्११०५६५ 


स 
खदाहइरण ४-- (व + ्) "के घिस्तार में या का झुणक 


श्र 


मनिफालो | , 
4: 0 बिल हा 
मान छो (य+ बन) के विस्तार में या; (ठ+है 
पद में जाता है| 
गे गा 
झव (ब+ उूर न्न्यत (१+ हक) 


/. प४५, पन्यर्ते [ (१ + कह ) “0 विस्तार कि (ठ+१)४ं पद] 


शठे 
व््यर्त २८ सचढ (5) 


नतरसचद्ध २ या सठ २८ गर्टे 
किन्तु इस पद में यकाघात त है 


४ ख-शेठ ल्स 
अथवा द *5 सन्त 
डरे 
चर सज्त 

“ गपोक्षित झुणक चिस-त गे २ 
# डा 
सन्त 
[छ़ स्पा 


श्र 


प्रश्नाचलि १६ 


(९) (य-३) (ब+४) (य-<) (ब+७) का विस्तार करो 


(0) 


(४) 


(क) (य-२) (य+३) (य- ५) (य+५९) के मुणवफल 
में य* का गुणक मिधारो। 

(छ) (य+१) (य+०) (य+३) (ब-४) (4-४ 
(य-६) फे शुणनफछ में य* का शुणक्र निकाछो। 


इन द्विपदों फा थिस्तार करो-- 

(क्र. (य+२)५ (छ)... (श्य+३२)" 
(). ७-थ्यो... घ)). (६- |) 
(ड़) (या + जन) (व) (श्यि स्् ) 
निम्चन-लिपित दिपद विस्वारों में निर्दिष्ट. पर 
मिकालों और सरल फरो--- 


रे 


(अर) (इक -छउय*)4 भें पता पद 
(गा) (चर ल्‍्क्) में थ्याँ दद 
(3) (हू-य) में धा पद [कलकसा १८८८ 


+ चडैट 


(६) (स्यरै-२२)९९ पे श्थ्वां दद [कछकता १८७० 


(५) 
(६) 


(७) 
(८) 
(९) 
(१०) 


(१) 


(२) 


य-य*१)१*९ के विस्तार मं य*५ का शुणक मिकालो 
न्‍ िलकता १९२८ 


(क*-खयर)१* झे विस्तार में य*० और य*< के 
झुणक मिकाली | दिरकता १८७६ 


(य-र२र)१३ में थ' ' का सुणक निकाले । 
किलकसा श्८टरे 


( गर १ >ललिस 
य +पन्न०) के विस्वार में क्वः का गुणक निकालोा। 
9%+5०%+ 


(श्य- चुद के विस्तार में य?* छा शुणक़ 


निकाला । ) 





इक! श्स दि ३ 
(व ब्ल्ज्च्ढ ) * के विस्तार में यर्त का ग्रुणक 


निकालोे। 
(य-या१)१ण के विस्तार मे (श्स+१)पां पद 
निफालो । 


दिखाओ कि (१+य)भ५स के विस्तार में ययँ का गुणक, 
(१+य)'स-* के विस्तार मे या के गुणक दा दुगना 
१ 


२३९ 


(१३) दिखाओ फि (१+य)'ण के विस्तार में मध्यपर 


१५३२८५..---(रस -१) २०८ यप है। 
खि 


(१४) (क्+य)'* के विस्तार में मध्यपद निकालो । 


$्र$ 
(१५) पे अं रे) के विस्तार में मध्यपद निफालों। 


(8) (ध' -क्ष्ग "के विस्तार में य से खतन्त्र पई 
निफालो । 
0० (ब+ह) *७३ [दस्तार में य से स्वतन्त्र पद निफालो' 


है १३ ब्ध्‌ स्वतन्त्र 
(१८) (या हि] ्) के विस्तार में य से स्वतन्त्र प६ 
[कलफचा रै१३४ 


निकालो । 
ढ्‌ है और ५ से स्पतस्त्र पर्द 
(१९) (सप “जब के विस्तार में य से स्घतन्त्र पर्द 
निकालो। किलकत्ता ९९५ 


(२५०) यदि (१+य)"* के विस्तार भें (रन शो पद में 
निंद्वित शुणक (न-+-२]रॉवें पद्‌ में निद्दित शुणक के सम 
दो तो न फी अदा निकालो । [ पटना १०३० 


२४० 


(२१) यदि (१+य)प+५ के विस्तार में ये और ये 
- >> 
के गुणक समान हों तो न की अर्हा निकालो। 
[कलूकत्ता १५९३० 
(२२) दिखाभो कि (१+य)*स के विस्तार में मध्य-पद्‌ में 
निहित गुणक, (१+य)*स-९ के विस्तार में दो मध्य- 
पदों मे निहित गुणकों के योग के सम है। 
हि [कलकत्ता १९१८ 
(२३) सिद्ध करो कि (६ +य)द।ठ के दिस्तार मे ययं और 
य* के गुणक समान हैं जहां ट और ठ घन पूर्णोक 
हैं 
(२४) यदि (१+य)१< के विस्तार में नवें पद में निहित 
गुणक (न+9७)व पद भें निदित गुणफ के सम हो तो 
न की अर्हा निकालो । 


११.५. ब्रिपद्‌ के विस्तार के लिए भी द्विपद धमेय का 
गे किया जा सकता दै। 
उदाहरण-- (१+य+ य*)7 का विस्तार य के आरोदी घार्तो 
में करो । 
(य+य*) को पक पद समझ कर, छ्विपद्‌ भमेय फा 
प्रयोग करने पर 
(+(य+य*)]ए 
अश१+ रथ, (य+य१)+जच,(य+य१)९ 
+रच, (य+यर)३+ ... ..« +(य+य 
ब्न्ब्>सथ,य(१श+य) +च,य'(१+य१)९ 
+सचक्ष्य२(१+य)१+ ...... + ये (१+य) पे 


रेछ१ 


अब (१+य), (१+य)?१.....- (+योएँ का द्विपद 
परमेय के अनुसार विस्तार क्रिया जा सकता है। विस्तार करते 
पर पर्दों के पुर्नावन्‍याप्त से 
हिक्यक्य]त 
नूशिकचि,य+ (पेंच, +र्पेच२)यर 
+ एच, +शे्चर + चे।) य नी ** हर 
प्राप्त दोता है 


११६ (१+यतेस के विस्तार में संण्या की दृष्टि से 
मद्दत्तम पद निकालना । 

(+योप के विस्तार में नो और (न+१)वें पदों पर 
विचार करो । 
स(स-१) (स-२):-०-(स-“न+ २; २) बना 








हु ३४२ ४३... ..- «(न १) 
पाक नन (स-१) (स-२)..----(स “न + रन 
नम १०८२०८३.. रे! 
७. परम > से “चूके, 
7. पत् न ५ 


अतः यदि इष्ट सम्बन्ध पन+) 22 पम दो त्तो 
बट 


|. 
पक स्टज द्वोना चादिप्ए। 


शे४डर 


किन्तु पन्र+१ से “न + १ य 
पतन न ५ 


अतः जातक य <- १ होना चाहिए। 


>> 
अथवा (स+शेय कु न(१+यथ) दोना चाहिए 


< स+१ 
इसलिए न से १+य ये दोना चाहिए 
५. 5 सनरे > 
अतः न 2 ३+य थ तदखलार पन+, पट पन इेष्ट 


सम्बन्ध प्राप्त द्वोता है। 


दशा १-- मान छो राशि ४.३ य धन पूर्णाक त के सम है। 


अतः्न 


५॥५ 


> 
त तदलुखार पत्++ एू पन होगा 


(क) न को १से (त-१) तक बढ़ाओ। 

अब न की इन सब अदाओं के लिए न त से छोटा है। 
/. मर १ै,२,३े (त-२) के छिए पन्॑+५ >> पतन 

अतः पत>पत-, >>पत-२---००प३>प२०० प, 

“« प,, प९३ प५०-० पत में पत मद्तत्तम पद ६ 


शछरे 


(ख) नच-त के छिए पता+ + पत्र 
सर्थाव्‌ पत++ न्न्प्त 
(ग) नफो त+१ से स तक बढाओ । 
न की इन अर्दहानों के लिए च>त 
मर (त्त+१), (द+२),..- ७५ स के लिए 
पन्र++ ८पतन 
अर्थात्‌ पह++ >पत+३ >>फ्त+३००*०- मे पश्++ 


“>पत+ ७ पत+७ “पस++ में पत++ मददचम पद है। 


० स+ है < तो 
अतः यदि / .. हि घन पूर्णाक त के सम द्वो तो संख्या 


की दृष्टि से पत और पत+., दो मदचम पद दोते हैँ तथा ये 
एक दूसरे के समान होते दे। 


दया २-- मान लो शृ स्स्यि य (जा नहीं है और मान 


छो इसके अजुकल भाग (7०87 9870) का ममिधाव थ 
से फिया गया है। 
८ है: न ले 
जैसेन काश से थ तक पर्घन दोता दे न सदेध 
खसत+१ 
इफ्या से छोटा रहता है। 
न १, २,......, थ फे लिए 
पन््++ + पतन 
अर्थात्‌ पच+, + पथ > पथ-,-०-७ प३> प९०७ ५ 


रछछ 


अर्थात्‌ प,, प३,---०पथ++ में पथ++ मद्धत्तम है। 
थ के पश्चात्‌ न की आगामी अर्हा (थ+२) है। 


२ +. स+र 
अब न> थक फेलिए न, जृष्णय उसे वदा 


हा 


अतः न >थ+१, थ+२,.« स के लिए पश+, <पन 
४०. पथ+$ | पंथकर है पेथ+9*०*० ++ पं्++ 


अतः पथ+३ पंथ+२१ पेंथ+३3*****- पंश्त+९ में स्पष्टतः 
पथ+$ गद्दत्तम हैं। 


अतः पं, प३, प३ ------०पत्च॑+ में पथ++ महत्तम 
पद है । 


४ ख्+ ् 
इसलिए जब श््य ये पूर्णांफ नहीं द्योता और 


उसका अनुकल भाग थ के सम दोता है तब (थ+शग 
पद महत्तम होता द्वै 


उदाहरण-- यथरः डे के लिए (१+५य)' के विस्तार भे 


मभद्दत्तम पद्‌ निकाऊझो | 
हर 


(१+थय)5 के विस्तार में नर और (न+१)च 
पद यह है-- 





ध ९१८......(९-न+ (१), म 
पतवक न 7 उप ३... हल (४0 





पतन: न रू 
अब - ४) -- का + 5 (८य) 





5 सपने से 
४ च्ल््ु रखते 
अब 
१०-न ५ द्ोगा। 
न १ तदचुसार पन्च॑+१:टफम 


न >- 
अथवा नटू5६३ तदखखार पन+« ज्टू पन होगा। 
दर 


न १, २, ३, 


“ प, न 
नज-७, ८, 
इसलिए पद्>९ “८पा 

अतः प५ >> प८/+- प८ +>प,. «« 
(१) भौर (९) से यह्द स्पष्ट दें कि प, महचम पद दे । 
अय प. “5 चः्(दयो* 








+ बच, (३) 


76290: 

१५८२२ ३ ३६ 

ल्‍ ये 
६] के 


8३३/५०० 
शछ३ 


>ण 


११७ (१+य)त के ब्रिस्तार मे महत्तम शुणक 
निकालना ) 


(+य)) के विस्तार में सचेत सामान्य पद मे 
निद्विन शुणक हैं | अतः फेयछ यद्द निश्चय करना है 
कि ने फी फिन भरई्डाश्ों के लिए चेक फी भएँ मद्धच्चम 
छोती हे । इस प्रशक्ष पर नये अध्याय मे पदले ही पियार 
किया ज्ञा चुका दृ। 

अत यदि सर युग्म द्वो नो मदत्तम गुणक रच 


छकीर यहद्दति रू अयुग्म वो तो मएच्मम गुणक गक्‍चित-५ 


अथवा रयिए+, दोता दे भोर रस दाम 
दे 


सस्य.. | प्ॉयत+ 


११.८ ढिफद प्रमेय की उपपत्ति-- यदि स धन 
पूर्णाक द्वो तो 


(य+क)र-यर्7ट + रच, कर १ + एच, का यरर के हि 
+चन्रफोयर्ताण +... +च-, कर 'य+्फ 
गणितीय अजमान से इस प्रमेय की उपपत्ति यहां दी 
जाती दै-- 
यदि सनन्‍्श तो 
बं+क न्‍ूय+क  >«गूूजून्‍|मल “ला 
अतः द्विपद्‌ प्रमय सर-+१ के लिए सत्य है। 
घुनः यदि सर २ 


(य+क)१ ++(य+फक) (य+क) [(0) के प्रयोग से 
ब्यर+ रकय+ के 
अयर+*च,कय+ स्व, क -..००००० ०८० 


४ प्रमेय ख ८ २ के लिए सत्य है । 
पुनमश्य यदि स >+>३ तो 
(य+फ)*१-- (य+ क) (य*+- 'च, कय+ व, क*) 


[(२) के प्रयोग से 


इसालेए प्मेय स * हे के लिए सत्य है। 

ह ध्यान में रखना चाहिए कि प्रत्येक फल की उपपत्ति 
छल फल पर अचलेबित की गई है । 

अब स॒ की विशेष अर्हा के लिए प्रमेय की 


45. 


सत्यता की कल्पना करो । मान छो यद्द सन्‍न्‍म के किए 
सत्य है । 
अतः 
य+क]म >यरमे+ मंच, कय १ +मय कर्यरमेर+...... 
हि 2 मज्धन- कर यर्मेन्नेनी$ 
«. क+मनर्कायर्मान + ...... + कर्म) 
दोनों पक्षों का (य+फक) से भुणन करने पर 
चाम पक्ष +5 (य+क)म/*९ 
दक्षिण पक्ष 
स्य+कोी [यि+मंच ,कयने १ + मच, कश्यम-* 
है पक मे मदद २ करे यम-न++ 
क+मंसन्फयर्म-त +...... +कम] 
ब्ज्य +मंच,कर्योा +मंच, क्यों +...... 
कै मय... का फयरमेनकर 
ब्पः मदच्धाक यियते डे 
मंचन कर्म यश +फर्मेन्य 
+कर्या +मंघच,कश्यमे* + ...... + 
कमेबन-,कोयरिट* +...... + मच , करे -य + फर्मे+ ९ 
ख्यर्ती' +[मय, +श]कर्यो +[मंच,काच,]कप्यम +... 


२४ 


११.८ छविपद्‌ प्रमेय की उपपि- यदि से धन 
पूर्णाक द्वो तो 
(य+क)र >-यरे + तच , फय_ * कर्तेच, फायर कर 
करयर्स-न +... +चस-, को ये क 


#र्सैचन 
गणितीय अलुमान से इस प्रमेय की उपपत्ति यहां दी 
जाती दै-- 
यदि खन्‍नश तो 
यक+क व्य+क (शे 
अतः द्विपद प्रमेय सन्‍ू१ के लिए सत्य है। 
घुनः यादे से २ हे 
(य+क)१--(य + की (य+क) [00) के श्रयोग से 
सय' + श्कय + को 
ल्यर+'च,कय+ स्वकत २००२०* ४० ** (रे 


«. प्रमेय स 5 २ के लिए सत्य है । 
पुनश्य यदि स > ३ तो 
(य+फ)१-- (य+क) (य*+ 'च, कय + 'चक') 
[(२) के प्रयोग से 
मू यौऊ+रेच,कयर*+' च,कोय अं 
+कयर+ 'च,कय+खक 
य३+('च, +१ै)क य* || 
+(स३ +'च,) कयन कफ! 
यर+इकयर२ +रेकय+फकर 
बन यर+सच,कय* + घ.क  य +॑ चकऊक 


| 


शरद 


इखसालिए प्रमेथ स 5 हे के लिए सत्य है। 

यह ध्यान में रखना चाहिए्ट कि पत्यक फल की उपपत्ति 
पिछछ फल पर अवलेंवबित की गई है 

अब स्॒ की विशेष अर्धहा के लिए पधमेय की 


सत्यता को कल्पना फरो । मान लो यद्द सन्‍्म के लिए 
सत्य है । 


अतः 
वि+क]म «यगी+मंच ,कय मे १ + मच कश्यरे१+ 
है +] मजन-.+ कर यरमेजन- 
«. क+मचनरकोया?न +...... +कर) 
दोनों पक्षों का (य-+-क) से भुणन करने पर 
चाम पक्ष ल्‍् (य+क)म१ 
दक्षिण पक्ष 
स्ययि+क] [य+मच, क्या + मंच (कर्यमे-र 
कंस मच - 3 यर्मेजन+क 
कचन्कीयर्ाग +...... + कम] 
व्यर् + मच ,कर्यो +मंच, क्यों +...... 
+ मभेचत्- ५ की भ्यरमेगि+ ३ 
+मंचन्कयरगी+* 
ऊचिम-,कर्ी 'य +करन्य 
+कर्या +मंच,फश्यम*+ ...... + 
+मंचल- ,कोॉयरएी +... ... + मैच. कम-य + कर्म ९ 
ख्यराा + [मद , +श]कर्षो + [सच कक प्यम- १ + ... 


२७९ 


+ [मंचन सचिन- 4] को य 
के न की 
किन्ठु मंथन + मद , +८ म++चत् 
«« दक्षिण पक्ष ये +मररच, क्यो 
+ रच, करयर २ 
कम चतक या नि कं. 
कम भ्चभफरय + की 


किन्ठ यह सन्‍्म+१ के लिये द्विपद विस्तार दे 

अतः यदि यह कल्पना कि द्धिपद भ्रमेय स फी किसी 
विशेष अदा मे के लिए सत्य छ्लो तो प्रमेय स फी आगामी 
उच्चतर भर्दा बर्थात्‌ सन्म+१ के दिए भी सत्य द्वोगा । 

यद्द देखा जा चुका है कि सन १ अतएव खत %, हे 
लिए द्विपद्‌ धमेय सत्य है । प्रमेय स-झे के लिए सत्य दै 
इसलिए, स की आगामी उच्चतर भर्ध्ा अर्थात्‌ सन्‍४ के 
लिए भी सत्य है।स की आगामी उच्चतर भरा भर्थाद 
सर५ के लिए भी सत्य है । 

इस्र विधा के लगातार भ्रयोग से अन्ततः यद्‌ दिखाया 
जा सकता दे कि स को सब घन पूर्णांक भर्द्ाओं के लिए 
यह अमेय सत्य है । 


११.०. डविपद गुणन्न (छांत्रणणंत्री 000विव0॑०मरह) 
(१+य) के विस्तार में रर्थाव्‌ 

१+णच,य+पेंच, य*। +... ... +सेचनर्यों के .....०-चतर्य) 
तक द्विपद ग्रणक कट्दछाते 





रे५० 


हैं। निम्न-लिखित प्रश्नों मे चल, सैंचन का अमिधान करेगा। 
उपयुक्त विस्तार में य को विभिन्न अर्डाएं देने से अनेक 


ऐेकात्म्य प्राप्त किए जा सकते हैं । 
(१) गणकों का योग-- यह ज्ञात दे कि 
(१+योत 
कच, +ऊचब्यन+ेचश्य' + ..- +चनयी के... पे चसय 


जि, "१, तथा च्च "है 
इस सम्बन्ध में य८१ रखो । 


«« शत >च, +च, +च३ +- --- +चक्न - --+ + चस 
#गुणकों का योग । 
अतः च,+च३ +च३+-« +चसच्ारेति-१ 
(२) (१+योत के विस्तार में अयुग्म पदों मे निहित गुणकों 


का योग सुग्म पर्दों में निहित शणकों के योग फे सम 
होता है । 


(१+योसेज-च, +च,य+च.,यर + ... + चर्णेयर्त 
इस सम्बन्ध में य 5 “१ रखो। 
०खच, “च,नच, “च७न॑ «०० ऊचतस[- है) 
. छं, +च३+च,------ +च , +च७ +-चण +- 
उपप्रमेय-- च,+च२+च,+---- 5च, +च७ 
+च५ के --- कारें वी * 





यह शात है कि 
चअ,कच,नच,-- रा च, +च +च.. + 


है. 
ज+ 2 खिब गणकों का योग] 


राज 


श्ठ 


न, [० 


ब्| शर्त 
१७.९१ ये साधित थक्ष वोधात्मक हैं-- 

उदाहरण १--  दिखाओो कि 

घ, + शेच३ + रेच | + -«०--- +मन चलन न ०००० *« प सेचत 





हच्ख 2 रेस १ 
यद्द ज्ञात है कि 
च, + रेच, +रेच ३ न ०००००» + नचत 7 *-०«० सच 
रख (स-१)_ , _ स(स-१)स-“?) 
+ [सखि+ ह#श 7 7है हू ८३३३ 
न|स 
नः ्अ न -०००* +स ] 
निसिनन 
न _२)+>(स-१) (स-२) 
स [१+ (स-१+ अशियक 
न हनन +१] 


मन स [एच कं» घ, + तेज, न -+ * घत-* 
+ ««--« + से” 'खत्त-१. 


मन स॒ २ रेसेए* 


र५ष२ 


उदाहरण २- दिखाओ कि 


न्च- सर सच, + जु- सच३+ ००. 





डे 
8 6०० 4: 0 
#ह१७८% ज्र समर 
यह शात है कि 
सच्च - ३ सच्चय, + २, .....- +(-)स ._. *ै र्‌ » सच 


«१-स स(स-१) | ...... _स _* 
है ४ २ ४प्र३ +( ) स+रे 


जप [(ख +१) -(स (ल+१ ला 


(स+१)स(स- १) है 
के हद्रर्इ 7+०००+(-)४ ] 


4 सककथ, -स+'ज, +स+'च 





स+र 
5200223 +( 303 चस्++ ] 
रे [ स+$ स+$ 
जा - उ+५च, +स+*च, _स+*. 
समर समर | 
तीज +(-)स8+* सर खह++ ] 


रे 


है 22०० ३ ० | [१ ५ शी ह। 


उदाहरण ३-- यदि च. , च,, च... चह य ईिफेय)! 
के बिस्तार में गुणकों का अभिधान करते हों तो सिद्ध 
करो कि 





3१ 
व +३२ च्च, 9 चे+ पा चाह 
सच, कब पु करे! चुफ कसर 
स्व १ 
खरे 


अब 
स+-१ 
च, +र९ चे। ३३ चऊ न, 
सच, करे' .िरे! बुफ॑ + क्षफर 





८3048 | 
छफर [शिस+शच., +३५स+ 0४६६ 
के उस शेच- + +झत+ भचत] 
१ ॥ ३(स+१)स 
>सकर | [१+३(स+ ९) +-श्ट्डी 


इस्नातश) (सी (म-9- +काक -१] 


रजछ 


स+१ स+$द्ध ,३+- +*च. 3९ -- सक$च्च ३१ 
्न्क्र च., क+'च,३ ५ श्र 


पक ० खत रेप * -१] 


*क्षपर | ++शे+*-श] 
__ 365 नन्हे 
| खिकर 
उदाहरण ४-- यदि च.,, चं,) चे३।*----चंस 


ये (१+योत के विस्तार में गुणकों का .अभिधान करते 
हों तो सिद्ध करो कि 


चचं, +चं, चर + चरचक_-- -- +चस-५चा 
रस 


॥| 


'खूू१ ख+र 
यह झात दे कि 
ई१्कयो ल्च्च +चशयक+क्च,यप्+चइयर+-......... 

*. +#चन्नर्यीक----+कच्यां.. ..........--- (२) 


(१+ ३) 50% 23 य कब्ज चत +े उतनी ०० 


8" 


(९) और (२) का शुणन करो। 
- सिफियाए 
“03 यु" 
रच, +चल्य+ च,य'+--+ चन्नयों + ० + चंसय| 
च, | च चल... + यू] 
| [ अं, भरे थ् जः ये की द्धन औरत दया 
9 श्स 


दर कल स्व, + सच,य + सचरयर नी हनन लए 


+ भ्सघ्व_, या * + पसचद्यो के «५५० पी स्सथन्‍्सप'] 


| ऐै १ ५ श स्‌-१ य 
इस विस्तार में (तन * द्धकर कि न बयर्ण'५ 


इनको धारण करने धाके पद प्राप्त होंगे | 
(३) में बाम पक्ष, दक्षिण पक्ष के सर्वांग सम है। 
अपेक्षित योग, (३) में दक्षिण पक्ष के गुणनफल में 


अथवा य का गुणक है। इसका, वाम पक्ष के ् अथवा य 


७ 


य 
के ग़ुणक से समीकरण फरने पर 
च.च, +ऊंच,च, +---० न सचस-+ भाप्त द्ोता ह्दै। 


रणद 


(२) (-२) १४ जब यच्ट 


हा 


(३) (१+श्य)१० जब यचतटू 


(छ) (९ +- बे) १७ जब यकस>- 


मिन्न-लिखित प्रदनों में च., च, “*चंस ये ह्क्यो 
के विस्तार में द्विपद गुणकों फा अभिघान करते हैं 
' (७) चर,+रच,+श्च३+*»:(स+रीचरा की 
निकालों । 
खिद्ध फरोे कि 
चर, , श्यन टच सचस _. स(स+ ६) 
(4) ने ख के न +*“ “जा. 
(७) (व, +च,)(च, +चर)--(चित-+ कचब्ो 
चाचा ८ च्ासि ८ 
(से 
(१०) च.चर +च,चक३+ ०» चत-सचंस 
* | 


__ +म+-- 
स-२ [मरे 


/0 

पु 

डा 
>> 


(११) 


(१२) 


(१३) 
(१४) 


(ण) 


च,चन+म्च  चग+4 । ** +चत-सचस 
रस 
 लौन| सन 


स की मुग्म अथवा अयुग्म अर्दधाजुसाण 
च्य. -च,* +च, > खा, +.--+-(-)४7 सह की 


अदा शून्य अथवा (5-२) सर द्ोगी। 


 ([स)* 
च, , च्य बस ' __शत+$ 2 
ख,+ ,१+-८ न «५ पी. -- अनद्धयेह ट 
श्र सके सके 
रच, +५च्च, +८च३ न «+ (रेस + २) चप 
(रेस +७)२ऐ०९ 
(क्यो >(१२+य)मं(१५+ यो इस पेकार्म्य 
फा प्रयोग कर के, सिद्ध करो कि 
संसय्ध रू गचिद्ध + मेयत-; च, + 
+मयन-श थे ( + 


च्ण्ण, 


यारहवां अध्याय 


द्विपद प्रमेय 


कोई भी धात 


१५.१ यह पहले ही बताया जा चुका है फि यदि से 


घन पूर्णांकद्वदोतो , 
(१+य)०-१+चै,य+चि,य्+ ० 
के चचनय क++«-«व्प ये 


ञः स(ख-- १)/२ 
च्शैक्सयक पद्र:न्‍ यो तक 
थवा १+फसय+त+ पद 


रस 
क--++न्‍्य+ क्यो 


द उ 
न खनन 


मर है कि विस्तार में (१) पदों 
यह ध्यान में रखना आवश्यक है।के उक्त किस्तार 
की संज्या परिमित है. और (स+१) के सम दे (३) यद 
विस्तार य की सब भर्हाओं के लिए सत्य है । 


अतः १+ सय + जद 


सान्‍्त श्रेढ़ी को लिखने का (१+यशप संक्षिप्त रूप द्दै। 
इसमे यह अथ निहित है कि (१+यो् और 


१+सय न + ००-०० + यो ये दो 
पद्खंहतियां परस्पर समाहं (९पुपाएकक७7४ 60 008 श्रा०ी07) 
हैं । किसी मं घात के लिए छिपद्‌ विघ्तरण की रीति बतलाने 
20 28 कु 
के पहले उपयुक्त सप्रारईता का ध्यान रखते हुए. इस साचित 
श्रक्षों का अध्ययन करना ठीक दोगा। 


१२.२ १+छय +८“य*+ ८“य* का १+ रेय से भांजन 
करने पर लब्घि को य के आरोही धातों भें व्यक्त करो। 
साधारण भाजन क्रिया से यह फल प्राप्त होता दै। 


१+श्य. १+छय+८य' +८यर | १+रशेय+छय 


| श्कश्य 


र्य+टयर 
+ रेय + छय 





छय'+ टयर 
धैेय* + ८य रे * 





जद > 


इस क्रिया में दोष न रदने के कारण साजन विघा का 
अवसान दोता है। 


रबर 


हे 
श्मष्य+टयपक८य 8 +श्य+एयरे 
श्+श्य 

चाम पक्ष का प्रतिनिधान दक्षिण पक्ष की पदसंद्वाते करती 

अय यदि १ का (१-य) से भाजन किया जाय तो रून्धि 
य के भारोदी घातों भेढी के रूप में प्राप्त होगी और भाजन 
चिघा का कमी अवसान न होगा 

रूब्घि का १+य+य* + ... «यावदनन्ति, रूप होगा। 

अथ दोनों दक्शाओं में माजन विधा का आधय लिया 
गया हे । पहली दशा में यू की किसी भी अर्दा के लिए 
सम्पूर्ण रूब्धि ध्राप्त दोती दे भौर चद्द इस प्रकार लिक्ली जा 
खकती है । 

शकष्टय+<८य +टय: ... | + श्य+-छ0य' और यह ये 

श्+्श्य 
की सब अर्द्धाओं फे लिए सत्य है। 
» अथवा दक्षिण पक्ष य फी सय भर्हानों फे लिए घाम 


पक्ष का अतिनिधान करता है । रे पे 
दूसरी दशा में भाजन विघा अपूर्ण रहती है और भजन- 
फल में अनन्त श्रेढ़ो भाप द्ोती दे । अव प्रश्न यद्ध है फी इस 


फल का निर्बंचन क्रिल्त प्रकार क्रिया जाय क्‍या दबा ५५ 
का प्रति निधान 


अतः 


की सब अदाओं के लिए १+य+य* + --+*-- 
कर खफता है * 


रच२ 
हे 


इसका नेदयय करने के लिए इस रीति फा अन्नुसरण 
किया जायगा। 
यह छेंने से 
2 कान 5 
श्न्य रन २ * 
जौर शकय+य+ .... यावदनन्ति (१9 ६0 3गीणोए) 
#१+३+इे१+ .....- यावदनम्ति । 


जतः दे को (१+३+३९+...... यावद्नन्ति ) फा 


अतिनिधान करना छोगा अर्थात्‌ ऋण राशि घन शशियों 
के योग या प्रतिनिधान फरेगी । किन्तु यद असंगत दे ॥ अतः 
स्व ब्यंजक (१+य+य*+... ) फा प्रतिनिघान, य 


की किसी भो ओर प्रत्येक मद फे लिए नहीं फर सकता । 


इसके लिए श्रेढ्िियों फे अभिसार जोर अपसार 
(००१ए०४१०७7०00 8घ0 तए0728०7०७) का पर्यालोचन आवदयक 
हो जाता दे | किन्तु यह विषय इस पुस्तक के क्षेत्र के याहर 
है।इस कारण अम्ुर्खघान फी रीति का निर्देश यहां स्थूछ* 
रूप से किया पायगा । 

इस अनन्त भ्रेढ्दी के स पदों का योग छेकर स के अत्ति 
मदन ऐोने पर इस योग फे आचरण का अवछोकन करो 


अब रेकयकय' के +यर्ये० इस शेदी फे स 


चद्३ 


३५ जय. हक 
पदों का योग र्च्क है। अतः ल पदों के योग का अभिधान 


यो से फरने पर 


'स्‌ 

यो --+८ ये 

'आट- 
नया 
श्न्य श्ञय 


(अ) भान छो य फी अर्दाएं -१ और +१ के बीच में 
। 
अर्थात्‌ मान छो -१<य 5१ हु 


य की अर्हाओं पर उपयुक्त निर्वंध होने से जैसे जैसे स 
की भद्दान, से मद्त्तर अहीाएं छी जायेगी वैसे वैसे य की 
थर्दार्ए न्यूज से न्‍्यूनतर होती जायंगी। 

अतः यदि >१<य-८१ और स-+० दो तो 

या -ज्>्0 

कु शुः 


लिए ,-*.. - य* सीमान्त पि 
इसलिए ्ज्च ह-क सीमान्ती (४ 678 0 


हद की भर्द[ के निकट आता है। 


इससे य को -१ <य <१ अर्दा्थों के लिए 
दैकय+यस+य३+... - इसथेढी के स पदों का योग स 


के अनियत चर्धन करने पर लूगभग हद के सम द्वोता हे । 


रदछ 


य की भरा पर इस निर्यंध को रख कर रद को अनन्त 


औओढढी का समाहँ लिया जा सकता दै। इस दशा में यह कद्दा 
जायगा कि श्केय +य+ -.---+ यह अनन्त श्रेटी का 


-१<य-<१ के लिए, रद अर्हा पर अमिसरण द्ोता है । 


(अऐ मान छो य >९ अथवा ८<-१ डदादरणार्थे 
३ अथवा यूौः - ८ गा 


श्क्य+यो+. -+यरपे १ सा य" 

श्ज्य श्-य 
ये की संख्यात्मक अर्दा स फी अर्हा बढ़ने के साथ साथ 

स 
चढती है । अतः 7 क्धुकी संप्यात्मक अं भी स के बहने के 
साथ साथ बढ़ती है। स को जितना दी बढ़ाया जाय उतना दी 
्‌ ये न 
+य१+ ...यर्गे' की अर्थात्‌. , 5८5: 

श्क्य यर्त' की थविर्ृ-द्य हृ-छ ही मर्दा 
और्पू- दम का अन्तर बढ़ता ही जाता है । अतः जैसे स-+५०० 
श्कय+य* + .-- इस श्रेढ़ी के प्रथम स पदों का योगर-द्य 


की अर्दा के निकट नहीं आता। 
अतः शैकयकय' +. ...- इस श्रेढ़ी का प्रतिनिधान 


करने के लिए 





न का प्रयोग नद्दीं किया जा सकता। 


श्च्ड 


थर्थाव यद नहीं कट्दा जा सकता कि संख्या की दृष्टि से 
न श्‌ 
प्रा अदुा-_+ स| ० 
ये श्के लिए चू८ब त रैकिय कया कल 


इस प्रकार की अढियाँ मपसारी (9ए०६०७/) थरेदिययाँ 
कहलाती हैं । 
... १९.२१ गत अज्च्छेद के पर्यालोचन ऊक्लये फल प्राप 
द्ोते हूँ । 
“यदि >१८य-<१ दो तो जैसे स-+० 
श्कय+यप+--०+यर्त- श्रेढ़ी फे स पदों का योग ु॒ द््द व 


, की भर्हा के निकट आता है। और सीमान्ती 


पद -१+य-+-य' + ..- यावदनम्ति खिख सकते दै। 
यदि सखंस्यात्मक दृष्टि ले य>१-धो तो है 


१ ..१+य+य*+.... यावदनन्ति लिखता असंगर्त 


होगा। 
१२.३ अनन्त थश्रेदढ्दी के अन्य उदाहरण-- 


शव (१+य)+ की अर्ा मूछक्रिया से निफालो ! 
(क्यो >[(+य)शुरे 
>[१+रेयन-शेय कय ओर 


रद 





डे 
श्+-य 
श्‌ 


हरे 
न 





२3+ देय 4- ह ये 


३५६ 
८ 





कस हे ६ 5 ते 
'३+ देय न ुय रद 





रैय९.. रैय' 


१+-शेय + देय +यर ह.। 
< र६ 


डे 
१ श्+ ड् है 





रेप +रेय* 
श्ेय+ लय - 
छ 





. रैथर +य* 

छ 

३,३९३... िय४ 
पे पट ता 


या _शेय' _रेय* | ये 


«८ हद दए १५६ 
के के + “- 


शघ७ 


अर्थात्‌ 
ई 4 ३ १. ५2 
(कय) 5 १+क दब + द्वया ८ हृदय कि हे 


यद प्राप्त द्ोता है। इस विधा का अयसान नहीं होता 
ओर दक्षिण पक्ष भे पदों को पूर्वाज्धपरता रहती दे । 
य की दूत अदा के छिए, यदि दक्षिण पक्ष की श्रेढ़ी से 
(१+थय)* को छूगभग शुद्ध भर्द्ा प्राप्त करनी हो तों 
बहुत से पद लेने होंगे | ग़॒णकों की रचता पर लागू 
पछोन वाले मियम श्रेढ़ी श्राप्त करने की इस रीति में 
सरछता से ज्ञात नहीं ,हो सकते ! 


कि $, 
१२.७ गत अल्ञच्छेद के अनुसार (१-+;य) का 
पतिनिधान, य की कुछ भर्डाओं के लिए अनन्त श्रेढो, 


से दो सकता है। है; 

अब प्रश्न यद्द है कि सके धन पूर्णांक न दोने पर 
य की निवद्ध (708:70£०8) अर्दामों के लिए भी (१+-यो 
के दिधात-विस्तार का समाई रूप क्सि प्रकार लिणा 
जाय ? 
इस अ्रयोजन से वर्गमेमूह और भाजन क्रिया से 
क्रमशः (१+य)* और (१+य)-' के लिए प्राप्त पदों की 
घुलना, (१ +न्‍य)ण के 


४ स(स-२१) , , स(स-१)(स- २) 
१+सय + ह्फ्रइ आक ह्ह्र्श्ऋइ ये. ..«« (९) 





रद्८ 


| 


स रूप फे विस्तार ऊे पदों से जो स की घन पूर्णाक अर्दाओं 
लिए सत्य है, करनी चाहिए। यह ज्ञात है कि 


शा 


दब श्क्यक्यौ+यरन- --«०- (“१२१ <य <१) 


(-१(-२) 


इसे १७(०१(-य) + “| 


>(>-य)१ 


(- न ३), दयोरक ------«« (श) 


इस प्रकार लिख सकते हैं ।, 








8 
और (१+य) ₹१+ पैयक- चच्- रद 2 
(६-१) 

इ पक ३६३ 
2-१)(६-२) 
पका अनननान (३) 

इस प्रकार लिख सकते हैं । 


अब (१) भ सर -१ रखने से भीर यफा -य में 
परिवर्तन करने से 





च- १+ 


१+(-७(-ब)> १८४ (-०: 
न मम (-य)१+ .....--० (४) 


प्राप्त दोना है । 


0] 


और (१) मं स>-3- रखने से 


३ डे 
१+चज-य+ हि. या मल 


२ १५२ 
के व स्म्कन चर आय नगे 3०० न) 


श्राप्त होता दे; 

(२) जोर (३) के पदों फी तुलना क्रमशः (४) योर (7) 
के पदों फे साथ करने से, यह शात होता है कि (२) और 
(३) के विमीन्न पद क्रमशः (१ +य)ए के पिस्तार से इन 
साधारण आादशों स्‌ श्राप्त है, 

(क) स-१ और य का-य में परिवर्तन 


(प) खसत्त च् 


मानन और चर्गमूल निफालमे यी क्रियार्तो से अथवा 
(१+य)४ के विस्तार में यये.्ठ आदेश करने से एक्स फल 
प्राप्त हांते ६ैं। इससे यद्द निष्द्रर्ष निक्छता है कि स पी ऊण 
और मिन्न अर्ध्ाओं के छिये, जब य की अर्दा पर विशेष 
पिरंघ हो तो (१+य)ए का विस्तार + 


| स (स-१) , स (स-१) (स-२) 
६+खसबक १२५२ जि १३८२०३ 55 





इस रुप में समय है । 
पा 4 थ 
अब भमेय को श्रन्तिम रूप में इस भ्रक्ार छिलर सकते है 


ऋछ० 


६९१+य)० -१>खस ये + (से 
जप यह विस्तार 


के है के धन्र पूर्णाक रहने पर य की सब अद्वोझों के किए 
र्‌ 


(ख)| यद्‌ -१-<य-<१ छो तो स प्ही सय अर्हार्थों के खझियए 
सत्य है। 


स की किली भी गर्हा के लिए, इस प्रमेय फा उपपादन, 
इस पुस्तक के स्ेज के बाहर है। 


१२.४१ कुछ साधथेत भनज्ष-- 


डदाहरण १-- (१५-य ) का ७ पदों तक विस्तार करो। 





(३-१ 
(-य) 5१+द.ु (-य) + ््् 2(-.७)* 
3 (६-१) (६-९२) 
7 हऋशऋशा (7 क 
इ्ड्ड बज 5 रे ६ 
स्ल्रज रू कर कक फेद्ूय 
'उदादरण २--- (३+-४य)” का ७ पदों तक विस्तार करो । 


(६+४य) ५ ० ३५ ध हु पा 


क 


७१ 


र्‌ 


स्घय 





[ +(-५) (व) + (शत ( य) रे 


+(-५)( न वश ] 


2२४०५ ५ ,..... * ] 
श्छ 


4 मूक य-- ब्ट्० की _ २२४० पु घट चर 





« अर य८व्य 
द्रव हक 





>००३ ७२० उरद दंणदर 
१९.५. (१+य)१ के विस्तार में सामान्य पद्‌-- 
स(स-९१) 





सर 
अब (१+य)०--१-- सय+ श्ख्र्श या है 
> * #स(स- १) (स- २), 
5 भी 5 302०-56 08 २% 
ह४२ऋश के 
यदि प+र+, से सामान्य पद का अभिघान किया जाय 
तो खामान्य पद +(न+१)श चद्‌ >ूपतन्न+, 
-- स(स-१)(स-२).......(स - सन + १) न 
/ है *२३८३..०...न 
-पामान्य पद भे निद्धित गुणक के अंद्या में वा फोई खण्ड 
झम्य फे सम छुए बिना चह गुणक दाभी शून्य के सम मन होगा । 
फ्योंकि न धन पूर्णांक है इसलिए स के घन पूर्णाक द्वुए बिना 
अंदा का कोई सण्ड झत्य नहीं हो सकवा। अतः यदि स॑ 
धन पूर्णाक न हो तो (१+य) स के विस्तार में परों की संग्या 
अनम्त होगी। ४ 





र२उर 


४ 
१२.७१ कुछ साधित अन्ष-- 


ही हु 
उदाहरण १- (१-य) * के विस्तार में सामान्य पद्‌ 
निकालो | 









(न+-१)वां पद पे 

ऋपणप)ी०३-१)(-३-३) ......(-१-न+१). 

क्ड् २१»२०८ ३.. नमन ( य) 

7 (-३)(-५)(-७) प्रा मत + 9) _ कोन 
श्न २३२८२ ४३...... न 





अंश भे खण्डों की संय्या न है और वे खब ऋण है! 
अतः (न+१)वा पद 
न श्न /#&९२८३६०८५...... 2०९५... ...(रन-१) ये 
35% शनं१५२३०३.....ल 


-- ९2६३२ ३९५ (शन - १ ) ने 


उदाहरण २. (१-थ)- 
निफालो । | 
(न+१ै)॥ पद 

(-२)(--३)(-४) 
१३८२ २८३... 
३४५३ ५४......म (ग+१) 


* के विस्तार में सामान्य पद 





२-न+१) (-यह)० 





श्ज३ 


# (नन-१)यर [अंश और दर के उमय साधारण 
सण्डों का छोप करने से) 


श२.७५२ (१-य)7 के विस्तार में साधारण पद को 

सरछ झूप में निकालमा-- ५ 

(न+१) 7 पद 

>-(“सो(“स-१)(“ख- २)..(- स-म+ 3 ्यॉ 
१३५८२०७३..००० «न 








० (-शुत (स)(स+ न नल अर +२).... पुल कन-9 (बोर 


>7२»८३००-०० «मी 

) लत (स+१) (स+२).--*-- (स+न-८ऐ) धत 
[न 

> से (स+१) (स+२)-०००००० (सकन- शीत 

[न 


५१०९ 





_ इससे यद्द शात दोता है कि (१-य)त फे विस्तार में 
प्रत्येक पद घन है । * 


स॒को १, २, रे अर्दाएं दन पर 


(१-यो' है| श्क्यकया नथ ५०० कयोक-> न 
(१-यो* 5२१+रश्य+रेय' नैछय? न ****** 
09 «₹« हज (न+ शी किल्लत 


(१५-य)२ 5३+रेय +देय* + -.-«-* 


्ः (न+१) (न+२) य 


००३३४ ह्प्र्श «४35०० 


श्राप्त छोते हैं । 
१ 52०5 
उदाहरण ६९-- _उ्ऊ-- के विस्तार मे सामान्य पद्‌ 
"४ र-द्य 
निकालो । 


कै दे 
अब २ # असस्त (१-० फय) 
४ ३-"य 


(न+१)४ घद 
है (द+२)(र+र) कस हा 
मदन हे !) (यंग 


> 6६२२१ 2 (७न- ४) 
षनन 
१५८६४ ११.. ...... (५-४) न 
न्‍ यः 
न 


जुने घने 


१२६ (१+यो के जिस्ताए में पदों क चिए्र-- 


सः 
अब (१+य)? 5२ सय+ ८ रह ऊ ऐ 


से (स- ३ (स-२) 
१०२२८ ३ 


२३२७५ 


इस विस्तार में 






सर (स-२) (स 
पत्र++ श्थ्रश्प्र 
पी 
पा।९ खून्‍नम+१ 
पा न 
अतः (१+य)ए के विस्तार में (नकरै) पद ने 
सख-न+१ जे कर्था स+१__ 5 
पद का ७ यसेश्र्थाव्‌ ( ज्ञ बसे 
गुणन फरने पर प्राप्त द्वाता है । 
स+१ 
अब यदि (र+१) करण द्वोतो ( लव तय ) 


सदेव ऋण रोहम । 
५ ०३ न 
चुनः (ख+ १) फी बर्दा चादे जो भी हो जन) 


यह उस पद के पह्चात्‌ जिसके लिए न > स+£ दे 
सब पदों फे लिए ऋण रदघेगा । 

अतः यदि य घन हो तो जब तकन >े स+६ है * 
(न+१४ और नये पहों की निष्पति ऋग रहेगी। 
इसलिए (श+य)प के विस्तार फे पद न पर्दा हे 
पश्चात, जिनमें न, (ख+९१) से बड़ा प्रथम घन पूर्णाक 
दै एयान्तर से (॥६०:720०४) धन कौर कण रहँगे। 


कि श्जद 


यदि य ऋण हो तो जब तक न +“स+१ होगा, 
(म+ह)वें और लवें पदों की निपष्पत्ति सदैव धन रहेगी। 

अतः य ऋण और न ,ख+ ३ से बड़ा पहला धन पूर्णाक 
हो तो(१+य)7 के विस्तार में नवे पद्‌ क पद्चात्‌ सब पदों के 
सिक्०ल ने. पद के चिह्न के समान होींगे। विशेष 
उदाहरण के लिए (१-यो०एं के घचिस्तार के सब पद,स 
के ऋण होने पर, घन दोते हूँ 

१५.७ यफकी परिमेय अर्हा के लिए (१कयोए के 
विस्तार में संख्या की दाष्टे से महत्तम पद्‌ निफकालमना। 

क्योंधि मदच्तम पद की कवल संख्यात्मक जहा 
मनिकालनी है, इसलिए य को सर्वत्र धन माना जायगा। 

य की सब अर्हा्ों के लिए, ऐसी दष्या का, 'िस 
में स धन पूर्णाक है, पर्यालोचन किया जा छुका है। 

यह' देखा जा चुका है कि, यदि स ऋण अथवा 
मिन्नीय हो तो टद्विपद विस्तार यू की -१<य 5१ 
अर्हाओं फे लिए संगत है | अध उन दशाओं पर 
चिचार फिया जायगा जिनमें थ संय्या की दाश्टे से १ से 
छोटा है > 
दशा ३ --मान छो स घन भिन्न है । 

यदद शात दै कि 


व्ल्ल लई्‌ 
पर्र+१० ज्ञा 32पन 


डक [क्न शक ] य><पत्र 


घर 


शुणन करने याहा खण्ड [हः है | जब तक 
न ख+१ है, धन दोगा | इस प्रक्म (#980) से 
आगे यद्द ऋण छो जाता है किन्तु संख्या कि दृष्टि 


सदैव १ से छोटा रद्दता है ! 
मा 


अब कि नह है हू १ तदलसार पन्+ १-4 5। 


डुखकर भ्ट 
अथवा न टतप्च य तदलुसार पत्++ पत 


(कफ) यदि र्पत य पूर्णाक त फ सम ध्वोवो न 


की (त-१) तक सब अर्द्ा् च य से छोटी हैं । 


न फी इन अर्दाओं के लिए प्रत्यक्ष पद पिछले पद से 
बड़ा है ॥ 
अतः पतन पत-$ ४ फ्त-३*०*० * 
इन पदों में पत मदृत्तम पद है। 
जब नन्‍्त तब पत “पत++ 


ने फी (त+१) के आगे फी अभर्दापँं स्क्य यसे 


यदी हैं | अतः न की इन अर्धा्ों के लिए 
पत+ब ने पत+ बन पतकक हल हल चह १ 
इन पदों में पत+३ मद्दत्तम पद दे । 


२८ 


7> प >प५ 





अतः यदि श्स्च यपूर्णाक त के सम द्वो तो 


पत्र और पत++ दो मद्दत्तम पद प्राप्त होते हैं और चे 
पक दूसेर के समान दोते है 


(व) यदि ज्प्य पूर्णाक नम दो तो उसके 
अनज्ुकखक भाग का थ से अभिघान फरो | 


. सा+२१ै . 
न की थ तक खब अर्दाएं रल्‍यत से छोटी 
हैं । इसलिए न की इन अर्दाओं के लिए 


पथ+१+ पथ पथ्च-५ *०००००००-००*० २ प५० एप, + प५ 
नफी थ से आगे की अर्हाओं के लिए 
सत+१ 
न, १+दयत सेवा हैं। 
अतः न की इन अ्ाओमों के लिए 
पथ+१> पथ+२>> पथ+ ३-०० *-९ 


अतः इस दशा में स्पए्तः पथ+, मरद्देत्तम पद्‌ है। 
दशार२-- भानलो स की अर्दध्ा ऋण है और -म के सम 
है। यहां म धन होगा। 


अव- मय की संख्यात्मक अर्दा समस्या गर्धात्‌ 
म-१ ३. 
(क्र +१] य दोती है 
म-१ व 
अब [मज्ञा+शपलूर 


रशछ७९ 


>उम-* «6 श्फा 
अथवा न टू ह्ज्या दलुसार पद्म 7 है का पन 


(क) यवि(ह-द) य, त के सम घन पूर्णाक हो तो पिछली 
दष्या की रीति से यह वताया जा सकता दै कि (त+ 
और तर पद महत्तम पद दे और थे एक दूसरे के समान हैं। 
यादे स्य्च् धन हो किन्तु पूर्णार न हो और उसका अज्ञकल 
आग थ हो तो (थ+ १)7 पद मद्दचम है। 

(स्र) यदि स्का ऋण द्वो तो म, १ से छोटा होगा ! 
यह देखा जा सकता है कि गुणन करने वाला खण्ड सदैध १ 


से छोटा दे । अतः प्रत्येक पद पिछले पद से छोठा होगा। 
इसलिए पहला पद सबसे बड़ा छोगा । 


१२५,७१ उदादरण-- यदि यू तथा सन्‍न्‍१५ हो 


तो (१+य)-० के विस्तार में मद्तत्तम पद निकालो। 
यश शात है कि 


पन्रकक हि *ैय «पढ़ा [संख्या की दृष्टि से 
ब्ॉडिपीान ध 
न्न पन 


/. फन ८६ 
न 


ट 
क्क्च्ट 


ख्‌८द० 


अथवा र४+न 2 इन 
श् 


बम >- 
अथवा न हुई ७ के अज्जसार पन++ च्ट पन् होगा। 


न < ७ के लिए अर्थात्‌ न₹१, २, ३, .....- ५ के लिए 
प,>प३८5प., ... प. >> प५ 
नत-७ के लिए प७त्प<८ 
न >७के लिए 

प नप,>प,« -- - 85 2० हट 
अतः स्पष्टतः ७छग और <८व पद दोनों सब से बड़े है 

और थे एक दुसरे के समान हैं। 

१२.८ कुछ खाधित प्रशज्ष-- 


उदाहरण १--- यदि य इतना छोटा हो कि उसके बगे और 
उच्चतर घात उपेक्ष्य द्वों तो 


है %/ १- कैय+(१-पैय) * 


- . की अर्दा निकालो। 
श्र श्क्ल्य+ 7२ श्- 


क्योंकि य* और य के उच्चतर घात उपेक्ष्य हूँ इसालिए 
य के प्रथम घात के पदों को रखना पर्याप्त द्वोगा। 





८१ 


पदसंद्यति 
(१ ्द्धप 4 (न्दुप ) पा 
(१ क्रय )१+ (१-ईूँग )8 








पी 
(१ करुअद्रयक (224 )+(-हैंअ पक ि ) 


ध्छ 
१- छुप+क १+श्य 





१ 4+१- ३. 
१+- द्ात१ द्न् 





र२्क ड्ग्यू 
७ 
३. 
४- >> 
छा 


(एक फुय 
व 
श्ज्स्य 


२८२ 


१ 
रथ 





उदाहरण २-- की आठ दृशमिक स्थानों तक शुद्ध 


ू(१०१-१) है 
हि 3883 
- है * (३) (*ह) 


२८३ 





+8६-४) [ के हे ३ 


श्र 
ह पट - 60 + 


च्ड १ १०४३ 
[ि ++ दे अर रबर ्ः शहर 











१२३२५ 4 
कप प््फ्रवे रण हुक + ] 
3 पान अल /0 8] १३८३ 
३० २२१०३ २३१२८१०"०७ 
_१२५३०७५ 
रे ८१०० 
अत्येक पद की गणना करने पर 
पहला पद त्ह््तात 
दुसरा पद्‌न्‍ू;ू दर इह्रेहत 00 णत 
तीसरा पद्‌ हप्रहुपर +००००००३७५ 


चौथा पद्‌ “डर इन्प्रहक #**०००००००३१२५ 





नेद8 


इन पदों के योग से 
मे ७३ ००००५ ५ *०००००३७५+ « ०००००००३१२५ 


४ »१०९५०३७८ 
कु जय <+*"१००७०३७८ 
उदाहरण ३-- (१+य +य*)“*' के विस्तार मंय'" का 
अपक निफालो ) (न्यगपुर १९३९ 
८ श्‌ 
] शीघक ले बा 
(१+य+य*) श्डय धर 
चल श्न्य 
(१-०य)(१+य+य*) 
जाय 
श्-यर 


#+(१-यथ) (१- य?) १ 
ल(१>य) (१कथरौ+यधभ्+य+य११+ ...... ००) 
« य"**का शुणक स्पएतया -१ है। 
उदाहरण ४-- द्विपद भ्रमेय से सिद्ध करो कि 
$ १३१%३ ,१२८३:८७५ 
रै+ ५9-०८ 8फऋ८ प्र्श्शँ 





+*०० 00 55 हू 





१३१५३ ,१५३४८७ 
ः कह हद घट द् हर ए।ए ०] इस श्रेढी- 


पर विचार क्रो | इसे इस प्रकार लिख सफक्‍ते हैँ-- 


श्टष 


१ ३ है १ सइअर 
रा २२८२ पर १५२ २९ यू #२०३७२*१ 


अथंबा १+ रो 3+) ६-9 २) के 


+0$)0 (३-१) (3-70 ) 4 203 
१२८२०२८३ 





किन्तु यद (१-३) ४ का विस्तार दै। 


१,१५३, १५४४)८५ | * 
१+३+४प्रद इफ़ट ४ हु ४ रे 





ल(नत 


डे 
है) 
नशे 
ब्5 २२ 


| 


प्रश्नावलि १८ 


(१) निम्नलिस़ित विस्तारों में (न +१)४ पद निकालो-- 
(ब) (कय)ए.. (छ (ए-ब) 
है श्दद 


(२) 


(३) 
(७) 


(५) 
(६) 


(७) 


(जल) (+श्यो.. झ) (+य*) 


. थी) (इ$>योा३. (ठ) का 


रे 
(ड) डे श्ह्ज्स्क >इबार ”] ज्य्द्रद 


इन विस्तारों मे देशित गुणक निकाछो-- 





(ढ) 


8. 
(वे (१-पयो< मेयण का. [कलकत्ता १९१० 
(छ) (क२+रेसय*)-५ मभेंय और य* का 
[कलकत्ता श्८ट७एट 


जे जक्४ 
(ज) (५ जद ) भेंय्का 
है-॥ यह 
५ 
(१- छयो* के विस्तार में प्रथम चार पद्‌ निकाऊछो। 
[कलफत्ता १९२३ 
4 तो .. 
(फ*-श्कय) काय के आरोेही घातों मे य७ तक 
विस्तार करो ओर सामान्य पद निफालो । 
3 पल कर 
(क) +य)* का ५ पदों तक विस्तार करो । 


्ज हित 
(१-श्य)) के विस्तार में यी का ग़ुणक निफालों। 


है | निकालो 
दि 5 के विस्तार में यर्त का ग्रुणक निकालों। 





र८टज 


(८) निम्न लिखित विस्तारों में महचम पद मिकाछो-< 
१ 
(क) (१+य) * भें यजन्‍नई के लिए 
(स)१+य)* से यन्त्र के छिए 
(ग) (१-य) -ई में यर> हे ल्पि 
(५) इन राशियों की अर्द्धाएं निकाछो-- 
हक 
(क) (४-०८)* की ६ दृशमिक स्थानों तक। 
(स) (१००४) की ४ दद्यमिक स्थानों तक। 
(ग) (१ ००२)" की ६ दशमिक स्थानों तक । 
(घ) (८-१६) ३ की ४ द्शमिक स्थानों तको 
(१०) नौचे छिख्े विस्तारों में य के यथा निर्दिष्ट घातों 
शुणक मिकालो-- 


(क) ), 


व 2 2 
(१ -य) फे विस्तार मे य*"* या। 


फिल्कत्ता १९३७ 
पु 


“रे 
(३ कक जन के विस्तार मं यथ फा ! 
फिछफचा १९०९ 


(ग) _ मे के विस्तार में य* का । (दिखकाा १९६१९ 


(एप) 


(घ) (१८०९थय+रुण्य')०१ के विस्तार से ये का 
जिम्पई १८५३ 


र८८ट 


(ड्) लत पड ७ के विस्तार में ये का [वस्वई १८९१ 





(११) दिखाओ कि यदि -१<य<१ हो नो 
(१+य+य'+यर२+....--)१७१+ श्य + शेयर 


(१४) यदि -१<य-<१ हो तो-- 
(१+श्यन सेप्छ+य+.....-)" के विस्तार मे 
य* का शुणर निकालो । 
यदि य इतमा छोटा दो कि उसके घर्ग और उच्चतर 
घात उपेष्ष्य दे तो सिद्ध फरो कि 
है. 
+.+ 
३) --+ देय) १- ये छगमग 
(६+)य)-/८-५य 
लिागपुर १९३३ 
(१+ थी) 5३ +(३१- शेयर) 


(१४) श्+ शेय) +(१+ य)ऊ २+ रेय सछगभग 
हे नागपुर १९६ 
पे (१्-यारे 
(१५) (१-३०) ६ (१-याई _ 


र हे डे प्य सगभग 
(४ +य)5 5 


[नागपुर १२४६ 





5 
हद हा कप जम) कल्शजी प्र य छूगमभग 
(१->य)* 


द्विपद विस्तार से नीचे छिसी अमन्त श्रेढियों वा 
योग निक्नाक्तों -- 


(१०) २ १ सऋणष ,१ 
रैक हूं ३३7 इख्छ हर 


9 घछज्टट 4 

१ %शऋ३ “ब्रा है * अर्थ डे के 

है हु 5 कक प्र क 
(८) १+ हि इ ाह खइव हद 


(इराहायाद १%३१% 


३३३२५ >€५>७ 
(९) १+ ४7 ०२८८ 92८८४ श्३ 


न दर सा] 


डे ३२७५ 3>५>७ , १ 
र न 
(0०0 ,+हृद्रर ४३ हुहरफ्३ * इच 
(मिढास १९४० 


(२१) यदि हें इतना छोटा दे कि उसके धन और उद्यतर 
घात उपेक्य है तो दिसाओ कि 


२९० 


दे र 
) छगभग रेट के सम 
| डी हे+ दर मम 


ह्वै। नागपुर १९२७ 
(२२) सिद्ध करो कि-- 

७9५३ * +परईे १ १२८३०८५. १ 

द्‌ [१५ १०९ ३.८३ * हृढन | १7३४३८३ ” ह०९ 





(२३) यदि रच्यक्यस+य३२+ ०» सोय फोर पे 
आरोही घातों की थ्रेढी के पदों में व्यक्त करो । 
(२७) यदि रज्ूश्य+शेय*+छ्य३+,...... तो य को र के 
आरोद्दी घातों की भ्रेढ़ो के पदों में व्यक्त करो । 
(२५) सिद्ध करो कि-- 
१+यात _ रेय , सॉसि+ क्या 
हब 7१ जप पक एक्क्षः 


न 


तेरहवां अध्याय 


छेदाएं 
(0855/0ए७) 


१३.१ छेंद्रा फी परिमापा-- 
यदि क, य, तथा र तीन राशियां ऐसी हों हो 





न्श्द्द ७ ०००० ००० +०० ००० ००» »' 


तो घात य, आधार फ पर, र की छेदा फद्दलाता है । यद 
इस प्रकार लिखा जाता है-+ 
न्ल्छेकर नि 60 

क (आधार), र (राशि) तथा य (घात अथया छेद) 
इन सीन राशियों के एक दी सम्पन्ध को व्यक्त करने 
के समीकार (१) और (२) ये दो प्रकार दें । 

खम्बन्ध (२) घातीय रूप में है और (२) उसी 
सम्पन्ध फो छद्मा के रूप में व्यक्त फरता दै। 

परिभाषा-- दच्च आधार पर किसी राशि की छेदा 
उस्र घात के सम दे, ज्ञिस तर आधार फा उन्नयन फरने 
से चद्दी राशि भाप्त द्ोती दे + 

सौर यदि दत्त आधार पर, र की छेदा य दो तो, र, 


रष्र 


खली आधार पर य की प्रतिच्छेदा (छाप 088700) 
कहलाता दैै । 
१३.११ उदाहरण १--- 
क्योंकि २५-६४ 
इसालिए छे, ६४-८५ 


न र्‌ 
उदाहरण २-- क्योंकि शध्नद्ध 


| 
इसलिए छ3 () न्त्णछ 

उदाहरण ३-- क्योंकि पा २७ 
इसलिए छ+ * ४२७ नह 


उदाहरण ४-- क्योंकि क* न्‍ूक पु 
इसलिये छेकफ १ 


[किसी भी आधार कफ फे लिए 
उदादरण ५-- क्योंकि क 5१ 


इसलिए छेक१८२० 
(क्रिसी मी आधार क के लिये 


डप्युझ उदादरण्यों से इन फलों का अजुमान फिया' 
जावा है । 


(१) किसी मी आधार पर १ की छेदा शल्य होती दे 
रण 


(२) [फिसी भी राशि की छेदा उसी राशि के थाघाए- 
पर, १ दोती दे 

(३) छेद्रा घन, ऋण पूर्णांक अथवा मिन्न हो सफती 
द्टे। 

१३.९ छेद्ाओं के ठिए निम्न श्रमेयों का उपपादन किया 
जायगा । 
(१) दत्त आधार पर दो राशियों के ग्रुणनफ़ल की 
छेदा उस्ची आधार पर उन्हीं दो राशियों फी छेदाओं के 
के सम द्वोती दे भर्थात्‌ 

छे+(म » न) 5 छेऊ़म + छेकन 

मान छो य >छेऊम अतः करॉनन्‍म 

तथा र >छेकन अतः कर सम , 

अब म २८ न 5 कक --कार्यरे हु 

अतः छेक(म 2८ न) न्‍न्य +र [परिमापाछुसार 

#छकम+ छंकन 

(२) दत्त आधार पर रूब्धि की छेदा उसी आधार पर 
के भाज्य फी छेदा से घियुत उसी आधार पर फे भाजक 
छेद्दा के सम होती है। 


भर्थात्‌ कि ) >छकेम-छेकन 
उपयुक्त कब्पना के अज्जुसार 


मक्का 
चन्य चक्लजक्ञातन कर्व-र 
द्् कक 


न 
श्ण्छ 


म॒ [परि 
अतः छेक[--) च्य-+र परिभापाछुसार 


न 
जछेफम- छेकन 
उदाहरण १ -- 
छेक (रे३ २६ दै५) 5 छेऊ३३ + छेफफे५ 
ज्छस(११२८३)+छिफ १०५) 
_छेकर१ न छेफ३े + छेकर रे + छेक५ 


उदाहरण २ -- 
छेर (१७ ४ २३७ € ४७) 
(३ ५७) 
| छ+(१७ २ २३७ २८ ४७) - छेक(र३ «४ ५७) 
>छे>१७ + छेक्रेरे७ + छे+3७ - छेकर३२- छक्ू५७ 
न्न्छेकर७ +छेकरे € ७५) +छेक2७ 
> छेकरेरे- छेक(३ २ १९) 
ज छेस्रै७+ छेकरे + छे+७९५ + छेक2७ - छकरे२ 
कह छेकरे घ्ल छेक१९ 
नछकर७ + छेक७९+ छेऊ3७ - छिकररे - छेक१९ 
(३) दत्त आधार पर किसी घातयथुक्त राशि की छेदा, 
उस राशि के धात और दत्त आधार पर उसी राशिकी 
छेदा के गुणनफल के सम दोती दे । 
अर्थाव्‌ छेक(म) 5 नछेस्म [न की सब अर्द्धाथों के लिए. 
मान छो य 5 छेऊम बतः कॉव्म 


बदष 


अब मता-+-(कर्य)त 


स्ल्कॉय [न की सब अर्दाों फे लिए 
अतः छेऊ़म >ूनय [पिरिभापाजुधार 
न्न>छेफम 


प्रत्यक्ष रीति से *००/९<< की गहाँ निकालना कठिन दब 
किन्तु छेदा की सहायता से ९९५ का १७३ झूछ निकालना 


सरल है। 
अब छे,. **४रदुर नर छे, .९९५९ 


दक्षिण पक्ष को अर्दा केले निक्रालो जा सश्ती द्व 
यह आगे बताया जायगा | दक्षिण पक्ष की थर्हाँ शात होने पर 
प्रतिच्छेदा सारणी की सट्दायता से अपेक्षित सूछ निकाला 
ज्ञा सकता है। 


१३,२१ उपयुक्त प्रमेयों से यद झात होता दे कि गुणन 
और भाजन क्रियाओं का क्रमशः योग और विधोग क्रियार्मो 
से और करने समान राशियों की अर्हा निश्ालने की रीति का 
भुणन क्रिया से प्रतिस्थापन दो सकता दे। 

गुणन, भाजन, उगधूए निस्सारण--इत्यादि, पठिन 
विधाओं को सरणता से करने के लिए छेद्या फी रीतियों का 
प्रयोग किया जाता छे। इस प्रयोजन से, प्रमाप आधार पर, 
सब संण्याबों फी छद्ाओं का कुछ दशमिक स्थानों तक 
परिंगणन किया गया दै। तात्यिक विवेचन में राशिंघा 
जिसका अर्थ अगल यध्याय में स्पष्ट किया जायगा, आधार 


२९६ 


मान छो जाती दे, किन्तु व्यवद्दार में आघार १० लिया जाता 
है। प्रथमतः छद्ाओं का परिगणन घा को आधार मानकर 
फरते हैँ, तत्पश्चात्‌ आधार घा का 'स' मे [किसी 
भी आधार में] परिवर्तन किया जाता है। आधार धा पर 
परिगणित छद्राएँ प्राकृतिक छेदाएं (०४0फ़का 08०ए0/॥7775) 
फहलाती हे क्‍योंकि वीजीय अनुसंधान में इन छेदाओं फा 
स्वाभाधिऋ रुप से प्रथमतः विचार किया जाता है। 


१३,३ यह आवश्यक नहीं दे कि किसी भी राशि की छेदा 
चअन ओर पूर्णाक्न हो ।घह इन उदाहरणों से स्पष्ट हो जायगा 
अब १०स >न में न कोई भी राशि दे जौर आधार 
१० पर य उसकी छद्रा दे । 
मान छो नन्‍न्‍्पश्३े 
अब ५१३ < १०३१ किन्तु > १०१ 
अथवा १०९ < ५१३ < १०३ 


अतः १० टच मित्ष प्र ड़ 


यन्‍त्छे५श३े ८ २+ रूष्चंश भिन्न 
अथवा छे ५१३ ४ और ३ के बीच का धन भिन्न है। 
पुन स्ू ०४ पर विचार करो। 
०४०१०९ और <१०५+ 
अथवा रण ६. «< ०७8 <श०* 


अथवा रै० * +लब्बेश मिन्न __ स्व 


८४ छे «०४ ++ -२+ लच्चंश मिन्न 


५ 


अथवा छे*०४ ऋण मिन्न है। 


१३.३१ रक्षण और द्श्ामेकांद [वाष्ाइल॑श्यंकां० 
बवते ए087त952]] 

परिमापाः-- यदि किसी साशे की छेदा अंशतः पूर्णाक 
गौर अंशतः मिन्नांक दो, तो पूर्णाक् भाग को छेदा फा लक्षण 
(०७४४४०६७०४४४ ०) और मिन्नीय भाग फो छेदा का दशाम 
फाँद (07978899) कहते हैं। 


१३.४ आधार १० पर किसी भी संय्या फी छेद्ा का 
रूक्षण केवल अवलोकन से प्राप्त किया जा सकता है। हू 
(१) १ से बढ़ी संख्याओं थी छेद्दाओं के लक्षणों का 
निशचयन | 
“अब १५०१७-१० 
१०९ -+ १०० 
१२०१--१००० 





इस से यह निष्कर्ष निकलता है कि, पूर्णांक भाग में 
दो अंफॉबाली संययाएं १०९ और १०" के बीच रहती दूँ! 
पूर्णांक भाग में सीन अंकॉवाली संख्याएं १०९ और १०१ के 
बीच रहती हैं....... ... इत्यादि । 

सत्तः पूर्णांक भाग भें स अंकॉवाली खंस्याएं १०४०* 
जौर १०४ के घीच रद्दती हैं। 


शर्ट 


यदि न ऐसी संख्या दो जिसके पूर्णांक भाग मेंस 
अंक हों तो 


नर १० तिं ४7 उप्वेंश भिन्न 


« छ न८+- (स-१) +लरूघ्वेश भिन्न 
अतः न दी छा का लक्षण (स- १) है। अर्थात्‌ 

१ से बडी संख्या की छेदा का लक्षण धन, और उस संख्या 
के पूर्णांक भाग के अंकों की संय्या से १ कम होता है 

(२५) १ से छोटी दशमिक भिन्न फी छेदा फा रक्षण 
ऋण, ओर दद्यमिक चिद्ध के पर्चात्‌ वत्काछ आने वाले 
शन्यों की संप्या से १ अधिक द्वोता है। 

मान लो घ दशमिक भिन्न है, जिसमें दृशमिक चिहद्ष फे 
पद्चात्‌ द' शुन्‍्य तत्काल आते हैं । 
अब १००७१ 


श०_ १ न्छ म्ल्न्ह 





इससे यह निष्कर्ष निफलता है कि दृद्मामिवा भिन्न जिसमें 


५५ 


दृशमिक चिद्ष के पश्चात्‌ कोई झून्य तत्काल नहीं भाते 
१०० और १०* के बीच रहता है; दशमिक भिन्न मिसमें 
दश्शभिक चिह् के पदचयात्‌ एक शून्य तत्काछ आता दी 
१००5 और १००१ के चीच रहता है; दशमिर भिन्न' जिपमे 
दृशामिक चिह्च के पद्चात्‌ दो झून्य तत्काल आते हों १०” 
ओर १०१ के बीच रहता है... ... इत्यादि। अतः दशमिक 
भिन्न जिसमें दशमिक्र चिह्न के पश्चात्‌ द्‌ शल्य तत्काल अर्तिं 
वो १० ८८5+५० और १०८ के वीच रदता है। 


अर्थात्‌ १०८द > घ > १०४८+७ 
5 अर १० दि 0 + रूप्व॑श मिन्त 
छे (घ) 5 -(द+१)+लूघ्यंश भिन्न 


अतः दृश्मिफ चिद्ध के पद्चात्‌ तत्काल दे शन्ययालि 


दष्यमिक मिन्न घ की छद्दा का छक्षण -(द+९१) होता दै। 


१३.५. साथ्थक (88णं॥0०570) अंकों फे एक ही अजुक्रम 
चाली सब राशियों की छेदाओं का दृशमिकरॉश एक ही दोता है। 
हे भान छो म तथा न देसी दो संय्याएं हैं जिनमें सार्थक 
अर्को का अनुक्रम पक दी दै साध दोनों संस्याओं में फेवल 
दृष्ामिक चिद्ध क स्थान में ही भद हे । अब किसी भी संसया 
का घात युक्त १ ० से गुणन अथवा भाजन फरने पर अंकों के 
अज्ञक्रम मे परिवर्तन हुए बिना, फेवल दृशामिक्र चिद्व के 
स्थान मे परिवर्तन द्ोता दै । इसलिप्टाक्ेसी उपयुक्त घात 
युक्त १० से न फा गुणन अथवा भाजन करने पर म प्राप्त 


द्वोगा । 





३०० 


अत्तः मचतन३८१ै०पें 
जिदां त घन अथवा ऋण पूर्णाक है। 
अब छे, ,मन्‍नछे, (न € १००) 
[दोनों पक्षों की छेदाएं लेने पर 
न्‍्छ,-न + छ, ० है०न 
अछि,,न + त छे, ५१० 
न्छ,न+स 


अतः म की छेद्ा में ओर न की छेदा में फेचछ धन 
अथदा ऋण पूर्णाक का अन्तर हें। 

अतः सार्थक अंकॉबाली दो संख्याओं फी छेदाओं का 
दरश्शामकांश समान द्वोठा है! 


१३.५१ पिछले अनुच्छेदों में दशमिकांश धन माने गए 
हैं। सामान्य पद्धति (00ण07709 87७:९॥)) में, जिसमें आधार 
१० माना गया है, क्रियाएं इस प्रकार पिन्यस्त फी जाती हैँ 
कि दशभिकांश सदैव घन रहता है | उदाहरणाश्थ छे-००३ 
पर विचार करो। इसका रक्षण “३ और दशमिकरांश 
»४७७१ है। 
अतः छेदा अथबा (-३+-४७७१) ऋण है। किन्तु 
ब्यघहार में दशा्गिकांश धन भीर फेचछ छक्षण ऋण रखा 
जाता दै। यद्द दिखांन फे लिए फि फल छक्षण दी ऋण है, 
ऋण चिद्ध छक्षण के उपर रणस्सा जाता द। क्षतपएथ छे-००३ 
की ३४७७१ इस प्र्यर लिखते हैँ! इस मे ३ का अर्थ यद्द पे 
वि३ ऋण दे भौर४७उ२ घन दै। इसमें और-३-०७७१ 


इण्श्‌ 


में भेद करना चाहिए क्योंकि -ह३े४७७१ में पूर्णांश और 
मिन्नांक दोनों ऋण हैँ । अतः 

३४७७१८८ -३+-४७७१ 

“+हे'७७७१ ८८-३० 53७७१ 

अथ यह संभव है कि प्रदम॒ साधन फरते समय छेंदी 

रेसे रूप में प्राप्त दो जिस में लक्षण और दशामिकांश दोनों 
ऋण हों | टीऊ ठोक विन्यास से दृशमिकांश धन किया जीती 
है। यह इस उदाद्वरण से स्पष्ट दोगा। 


ह्छ ९ ) फी अर्हा निकालो 


३. छे 0 
३ 4 ष्ट ३० 


# के १०+छे ३० 
_्४१- (१४७७१) 


न| - ४७७१ 
किन्तु छू मू --४७७१ इस श्रकार कहिखने मीं 
सपेक्षा 
छे डे #>१+ (१--४७७१) 


- -१+-५२२९७ ि 
निवास +है-७५२२५ इस प्रकार लिखा जाता दे जितम 
दुशशामिकांशा घन है। 


ड्ेण्२ 


५4 


१३.६ गत अछुच्छेदों मे जो सिद्ध किया गया दे 
उससे यह स्पष्ट होगा कि किसी भी संख्या की छेदा का 
रूक्षण केवल अवलोकन से प्रातत किया जा सकता है। 
आधार १० पर समो संण्याओं के दृशमिकांशों का परिगणन 
किया गया है । 

और उन्हें चार ओर सात स्थानों तक शुद्ध, मणितीय 
सारणियों के रूप में दिया गया है। फिसी भी राशि स 
की छेदा का दशभिफांश सारणियों से निकालने की रीति यहां 
सपए्ट फी गई है। इस पयोजन स चार अक्कों वाली सारणी 
का प्रयोग किया गया है, जिसका उद्धरण इस पुस्तक के 
अन्त में किया जायगा १ 

(क) छे ८८ निफालना । 

छदा-सारणी के भ्थम पृष्ठ में सबसे प्रथम (अफो के) 
स्तेभ भें संख्या ८८ देखो । अब <८ को धारण करने बाली 
पक पर ध्याव दो १ इस पक मे और शुज्ष्य शोीपेफ चाले 
स्तम्भ भे रहन वाली संख्या ९४४५, छ ८८ का दरशामिकांश 
है। (सारणी में द्शामरू चिह्द नहीं दिया गयाहै। 
पिद्यार्थियों को इस संख्या के पहल ग्सना चाहिए) 

क्योंकि सेडया <८, १० और १०१ के बीच में है, 
छे ८८ का ठक्षण १ है। 

अतः छे <८--१०९७४५ 

(प) छ ५ निकालना !। 

छ ५ का दर्शामिकांशा छ ५० के दशमिकांदश के समान दे । 
यह पिछली रीति से निकाला जा सकता है। इसका लक्षण 
शून्य रद । 


०३ 


४. छे ५ 5 ०६९९० 

(ग) छे ६३५८ निकालना। 

छ ६३८ और छे ६३८ का दुशामिफांश एक द्वी है। अतः 
सारणी के पृष्ठ में अंकों फे स्तंम् भें संय्या ६३ हूंदो ! ६३ को 
घारण फरने थाली पांक्ति में ओर शीरपक < वाले स्‍्मे में 
रहने याली सेएया ८०४८, छ ६३८ का दधामियांद दे । 

छ ६३०८ का लक्षण १ दे 
अतः छे ६३०८ -| १८०४८ 

(घ) छे ०-०८३४६ निकालमा।] 

यहां अपेक्षित दशमिकांश छे ८३४६ के द्ममिकांश के 
समान है। अतः सारणी फे प्रष्ठ में अंबो के स्तम में <रे 
देखो। तत्पदचात्‌ कं क्ति में और 
देखो। तत्पद्दचात्‌ ८३ फो घारण करने वाली परक्ति 
शीपक ४ चाले स्तंभ में रहने बाली सरया ६२१३ पर रफ 
यह के ८३४ या दशामिकांश है । पुनः इसी (4३ फो धारण 
करने बाली) पंक्ति में मध्यकान्तर फी (॥0९80 त।शि०००0) 
सारणी में शीपषक ६ वाले स्तंभ भखंस्या ३ (जो यथार्थ में १०००३ 
है) प्रात होगी । ०००३ को दशामिकांदा “०४१४ में जोड़ो। प्राप्त 
फरछ छे ०००८३४६ का दृशमिर्ांश है और छ ० ०८रे४७ पा 
लक्षण -२ हैं। 

/  क्षत छ ०-०८३४६८६-२+*%*१५ 

यह सरैच छे ०००८इ४६ ८३२-०२१५ इस प्रकार हि 
जाता है। इसका अर्थ यद दे कि केंघछ छक्षण ऋण दे बिन्‍्द 
दशामिकांश घन दे । 


ल्ष्खा 


ऊ 


इझ्ण्छ 


१३.७. प्रतिच्छेदा की परिभाषा इस प्रेकार दी गई दे 
कि यदि छेझ्नलय तो, आधार क पर, न, य की 
अतिच्छेदा कहलाता है । 


यह इस प्रकार लिखा जाता हैं। न--प्रतिच्छेफय | 
पतिच्छेदा की खारणी इसी पुस्तक के अन्त में दी गई है। 
प्रतिच्छेदा निकारूने को रीति इस उदाहरण से शात होगी । 

प्रतिच्छ २४७८९ निकालना । 

प्रथम, लक्षण को छोड़ दो जोर केव्छ ददामिकांश 

* ४७८९ का अचलोकन फरो । प्रतिच्छेदा की सारणी के पन्ने मे 

सथ रेस पहले स्तम्भ में “४७ को देखो । (फेर “8७ 
बाली पेक्ति में और शौपे ८ के स्तम्भ फी संख्या ३००६ 
पर रुको। पुनः इसी पंक्ति में मध्यकान्तर के स्तम्भों भें 
शी ९ के नीचे की संख्या ६ (यथार्थ भ ०००६) को देखो । 
अतः अ्रतिउछे 2७८९ के साथेक अंक (:३००६न-००००६) 
अर्थात्‌ "३०१२ हैं। लक्षण २ फे सम दिया गया है। अतः 
अपीक्षत संख्या के पूर्णांक भाग में तीन जैक होने चाहिएं। 

अतः श्रतिच्छे २*४७८९८--३०१-२ 


१३.८ दृत्त आधार पर छेदाएं ज्ञात होने पर, किसी 
भी आधार पर छा का परिगणन। 

मान लो आधार क पर छदाएँ ज्ञात € और संख्या न 
की छेदा दी गई दे। जब आधार ख पर न की छेदा शझ्ात 
करना दे | ४ 

मान लो र च्छेयन अतः खसच्न 


ब्नण५ 


अतः छेफऋ(स्मर) ८ 

भर्थात्‌ २*छेऊ़ल *छेकन 

५ 88 22७, 

न रश्चब्त छ्फ्प २ छेकन 
हु छेक्म 
अधया स्ल्क्ज्फा 

॥ छपन छस्स 

जअव न और सं दिए गए दे ओर छेंकन गौर छेडल 
सारणी से घात किए जा सकते हैं । इसलिए छेपन निकाला 
जा सकती दे । 


इससे यद्द शात होता दे कि आधार कफ पर से आधार 
ख पर छेदाओं का रुपान्तरण करने फे लिए उनका किबल 


शि मार्पक 





._. से शुणन करना पर्याप्त है! यद अचल रा 
छऊख 
कद्दलाती हैं । 


यदि छेतन + हद पते समीकार में नन्‍्क रखा जायतो 
छेतक स्का हे 


छक् 
अर्थात्‌ छेत्षफ २ छेफख + १ 


१३.५. गणितीय परिगणन फो सरल फरने में छेंदार्मो 
का उपयोग आगे दिए साधित उदाहररणों से स्पष्ट होगा। 
सदाहरण १-- रे८७ का घनमूछ निवालो । 

मान को यर- /शट७ 


३०६ 


अत ये ८+३८७ 
दोनो पक्षों की छेदाएं लने से 
३ छेय >छे ३८७ 
ज्व्र५८७७ 
अतः छेय "८६२५६ 


७२८८ [ प्रतिच्छेदा निकालने पर 
अतः * ३८७ -७छ*२८८ हर 
उदाहरण २-- तीन साथक अंकों तक _ 
7 <<८७ ४७३०  * ही 
के अदा निकालछो । 
५ (इज २३७) 





मान लो यज+ है? (६7 र 


.. छेयनछे (:<<७१७३े९)5 

४« छेय्छे (२३०७४ १६७) 
कदुछिदव७ नीछे3३९ -छे २२५७ -छे११७ ) 
न्‍्- [रयप९ + २० <६८६-३०३७२ 


-२४०६८९ ] 


इ०७ 


-[३०७] 
जन्२१५० 
*« य >+भ्रतिच्छे “२१५० 
२६७१ 
उदाहरण ३-- यादे छेर “*३०१० और छे ७ «८४५१ तो ९८० 
की छेदा निकाछो। 
छे ९८० >के१० २ २१८७९ 
जछि१० +छिर +छ0७* 
नछे१० +छर+ रछे3 
ह१-+ *२०१० + १६९०२ 
++२*९९१० 
उदाहरण ४--. याद छे २००३०१० और छे ३०-४७७१ तो 
६५० मे अंकों की संख्या निकालो ! 
मान लो ६५० की छेदा य दे 
/» यनन्‍न छ ६४५ 
ब* ५७ छे २३८३ 
* ५७ छि२+छे ३] 
मन ७७ [३०१० +-४७७१] * 
> प७ ज्जिद्शु 
+ ४४-३५१७ 


अतः रक्षण ४४ है। 
अत ६५० मे अंकों की खेख्या ४५ है 


च्ृ०८ 


१ न्‍ 
उदादरण ५--- साधन करो । 
६३४५्व ८ ४य+५ ८ 
दोनों पक्षों की छदाएं लेने से 
(३४-४य) छे ६+(य+५) छे ४-छ८ 
५. य 5 7 ८छ ४-३ छेद 
# छे8- ४छे९ 
... छे २२-पछे२*- इंछे २०८३ 
. छुरु्-उछेश्ऋर 
- रेंछे९-: १०छे२- इेछे२ - बेछेरे 
र२छे२- ४छ२- ४छे३ 
5 १०छ२+ वेछेरे 


+ इछे३+ ४छे३े 


[कलकत्ता १९३८ 








हु १० >( “३०१० -+३ >< “3७७१ 
2२2२८ *३०१० +8 >< ,४७७१ 

-_ 3 *3४ैै३ 

२2०8१०७४ 

++ १-७ के लगभग 
उदाहरण ६-- दिखाओ कि 
छे *+पछ -+ +इछ ६... २ 
ज्छे रद +पछ डर श्छ ह्ढः छ्र 


पु 


4 


[कलकचा १५३६ 
#.. / ३०९ 


चाम पक्ष - उछेश६-७छछेश्५+'छेर५-५छेर४ 
न इेछे८१- इेछे4० 
>उछर२९- ७छे३ २५+पछेष*- पछेर* > ३ 
+इछे३९ - इेछे5 २९ 
जमट्छे२- उछ३- उछे५ + १०छे5- रपछिर 
-पछे३+ १२छे३- इछे५- १२छे* 


चश्चावल्लि १९ 


(१) आधार २ पर २५६, १४८, ५, ५ ००६३५ की 
छेदाएँ निकालो। 

(२) आधार ३ पर २१८७, २४३ की छेदाएँ निकाडो। 

(३) आधार ५ पर ६२५, देश्२५, “००१६ फी छेदाएँ 
निफकालो । हि 
(७) (क) आधार २७४३ पर श््3 को 
(स) आधार ४७ पर रे४रे फी 
(ग) आधार २४४४ पर प्श्रेकी 


(घ) आधार ये पर ९ / य की छेदाएं निकालो | 
(०) निद्याल्याशित छेदाओं फो छे क, छे स और छे ग के 
पदों में व्यक्त करो। 


> बेरैं० 


(७) 


(८) 


(९) 
(१०) 
(११) 
(१२) 
(१२) 


(य) छे (का ४ खन्‍्य-<) 
(भा) छ्ध (क ग्खाप गे 
(इ) &छ ("७ “'क्क्कत्कष्न्) 


शोर जम] 


(करख या) २ 
दिखामो कि 
के २. रेण *$ २८: 5८ 
ज्छे हद >“ ेछिद्छु 7 रे छ्ड्र न्त्छ्र 
[फलकता १९३७ 
दिखाओो कि 


१ 
छेप्वा(० >रेरेछवा हू 7 छैबा झछ्ध 7 *०छेवा ८८ 


मनाँचे दी हुईं संस्याओं फी छेंदामों के छक्षण निकालो । 
(क) १९४७७ (ख) रेणएटउण (ग) “२ (घ) *००२ 
(ड) न5००००७ 

इस खमीकारों का साधन करो--. «५ 

कयद्५य > काम ख गय किलकत्ता १९३७ 
शेय-ज५ 

शय २८ इस २१५०० 

यर बरस जोर र्र्य [किछकचा १९३० 
डेप्य (७श्य-2-- १ २८ शश्च्य [अद्रास १९२८ 


क्श्शु 


(१४) छे (य'रः)-क और कर नख [कलकत्ता १९१६ 


(१५) सिद्ध करो कि 
यरिटडेल) , सुडिल-छेय) , छुड्टिय-छे) 2 


(१६) सिद्ध करो कि 
छेपक 2६ छेग़ख २८ छेज़्ग ऋ रे 


देश 


चौदहवां अध्याय 


घातांक और छेदा श्रेढियां 
(०छएणाथात्रव बयते [08% क्नाएां० 89763) 


«. १७१ करें इस प्रतीक का निश्चित अर्थ पहले दी 
दिया जा चुका है। अब कर का विस्तार र के आरोही 


बातों में किया जायगा और इससे कुछ ऐसी मददत्त्वपूर्ण 
प्राप्त की जायंगी जिनका उपयोग किसी भी संख्या 


छेद्ा का परिगणन फरने में किया जा सकेगा। 
१४.२ कर का र के आरोही घातों में विस्तार 
छ्विपद्‌ प्रमेय के अजुखार यदि न संख्यात्मक दाष्ट से १ से 
छोटा हो तो 

१ ९१सय १, सय(सय-१) १ 
आप 


सय (सय-१) (सय-२) 
्ः २४३ 


 यूयि-स) ऑय-ल)(व-त्न 


१२८२०३ 
ने ००न्‍-न्‍->०«०० ०० (है) 


५ 








श्र 


ड्श्रे 


उपयुक्त फछ मेयादे य ८१ रखा जाय तो 
१ १(१-३) १(१-से) ६-४) 
(+स्)। 7११ पदक + हु: २४३ 





श्‌ 
न <«>ू००>%«०ूरूरू«कल १6०९० (२) 


हल्द॒कह) 7 (६ कक) 


अतः 
* _ हे 
श्क्यक गा) एप (पास) पल) ल), न 
श१- हू) १(९--॥) (१८ ञ) 


न श११+ हुऋआ 7 इ/रऋ३ 











हक (१) के दक्षिण पक्ष की थेढी (२) के दक्षिण हक 
फी धेढी का यय घात है। स चाह कितना दी यड़ा फ््या न 
हो, यद्द समता सदैव सत्य रदेगी। 





5, 
अतः स सैस जैसे यढ़ता दे येसे वेसे सअसरह 

हम 
पा हसन दोता दै ओर जले स-+? स ! सं 
सब घऋत्य फी ओर परदुच दोते दे। अतः सीमा हि 


श्श्छ 


श्क्य+ ्ख 


ड्ि ०० 
श्‌ य 
[(+१+हू- +ह +-«« ]  (आ) 
यह सम्बन्ध प्राप्त होता दे । 
१+१+ ->- फाद ट इस भ्रढी का अभिधान 


सदैव था से किया जाता है। 
अतः (आ) इस प्रकार लिखा जा सकता है। 


हि जी लानत 


[३ 
अब यदि य जग र मान लिया जाय तो इस फल को 


था नश्कय+ 


चागर:-१+गर+ _-+ + इस मकार छिख 


२ |३ 
सकते &। 
अव .घा >फ रखने पर * 
गच्छेबफ और घागररूकरें 
जज क]* पु 
छः « छिषाक]' | र*[छिवाक) 
१+रछेधाक +२* 7. ] जा 
इस झेढी फो घातांक थढी कहते हैँ । 
हि फट सददति 
सपप्रमेय १-- ( +त्ध) इस पद सद्देति की सीमा, 


देश५ 


के 


स के अनन्ती की और पदृच धोने पर 'घा' द्वोती है! 
सर 
सतत सनी (१ 9 र्‌ ) स्त्घा 


स-+० 


उपप्रमेय २-- (१ +ह) इस पदसंद्दाति की अर्दा स के 


०08 टन या | या 
अनन्ती की ओर प्रदत्त होने पर[१ कयकश  शिए * ] 
इस थ्रढ्दी के समान दोती दै। 
अब, द्विपद प्रमेय के अनुसार 


[१+ ज ते श्क्ख ४ दा कप ( ये) 


स(स-१)(स-२) /य* , ...... 
गा गा 


र्‌ (ः स कर रन (१ के जन) (१ “ज्ञ)4 न 
दि ड््‌ 


श्ः 





ज्न्र+य+ 


* थव जैसे स-+०० , + , _; , _*. ,..-.- शल्य की 
सच सर 
ओर प्रुद्धत्त दोते है। 


सर डे 
अतभ्सी ( श्क्ट्‌ ) रश्फय+ कम -+.....- 
+मठ 0 


#|,० 


एवं घोर #श्कय+--+-+क -- 


हि 


सर 
“सी (१+ 2) ऋ्घाय 
8 शा +क 
यह ध्यान में रखना चाहिए कि ऊपर के विस्तारों में 
भर्ाओं ६ प्रतिबंध महीं 
य और की अर्हाओं पर कोई प्रतिबंध नहीं छगाया गया 
। फ्यों।क्ि सकी भमद्दती अर्हाओं का विचार किया गया 


है इसलिए च सदद ६ से न्‍्यून ही रहगा। 


अतः जब ल की अर्हा संख्यात्मक दा से १ से छोटी हो। 
अर्थात्‌ जय -१<:छ <१, तब 'त” की सब भर्ाँओं के लिये 
(१+ल)तइस पदसद्दति का द्विपद्‌ प्रमेय द्वारा भरढ़ी फे 
रुप में विस्तार किया जा सकता है। गत अजुच्छेद्‌ में प्रयोग 
किए गए द्विपद्‌ विस्तार इस प्रातिवन्‍्ध फा पालन फरते हैं। 


अतः य और र की सब अर्दाओं के लिए-- 
एप र 2 छिपाक)? है 
कर+-१+र छेषाक+ कं + हक २:०७ 


तथा घाव >१५+य+_  +य |. ...... 
हि 
था। के विस्तार में हे 
पल (१) य का-य में परिवर्तन करने से और (२) यरै-£ 
रैखने से निम्न-लिखित फल श्त दोते हैं । 


घा' ८१-१+ _-०+ ....-- 


रे 


१७.३१ १+१+-++_+ +...... यद श्रेढी मिस 
| | 


का अभिधान घा से किया गया हे भद्दत्यपूणे हे फ्योंकि 
कछेदाओं का परिगणन प्रथम इसी श्रेढ़ी को आधार मान कर 
किया गया है। था आघार वाली छेद्ाएं प्राठतिक छेदाएँ 
फदलछाती हेँ। 


१०.७ कुछ साधित श्रक्ष-- 


उदाइरणए-- [+- पब “| इस पदसंदति के विस्तार 
में ये का शुणक निकालो। 
१- श्य+रेय* 

क्क्य 


>[६-रेय+देय'] के 
मूह - श्य+दय'] [१ >यछेबाफ 
य* २ थे ड़ 
तः त्छि (छेवाफ) च्ड जग) 


ऊ.+ (777 (छकक) + ०-०० ] 
नि 


डे 


डक 
के 


/. अपेक्षित गुणक 
(- १)१(छेवाू) _२(-१)४ १ (छेवाक) 
नि नि १ 
३(- १) _-१ (छेघाक) 7 * - १) न-१ (छेल्लक) रे 
नि-२ 
(-१)(छेघाक)/* [(छदाऊ)' , -छेवाऊ 
लिन ५) हक गे ३्] 
उदाहरण २-- १६५५ + ३२ +५ +... 
हि दिउ 
अनन्ती तक योग निकालो | 
दत्त श्रेढ़ी का सं पद दे। 
| 








«- इस शभरेढी का 


हा 
अतः पक 


सर लक हि 3६ 


अब इस सम्यस्ध में स को २और २से आगे की 
अर्डाए दो । 


डर 


री 
॥ 
न 


डे 
| 
“| « || ७ [०.७ 
दब न 
जग जिन नि 


है| 
रद 
॥ 


ई 





से 8 अर गज 5.7 की 
प, +प५+प ५ +-“*“* [प +द्वे+ है हल ] 
१२०४ 
न 
॥ जा आय बे 
र्‌ ्म्न्ज * 
किन्तु घाह१+१+ हु + डे नै २०००००००: 


४ प+पह्र+ पं + «००००-०० ब्ः्घा+घा-रै 
घाम पक्ष के योग में प, छोड़ दिया गया हैं ) अतः 
उसकी बहा दक्षिण पक्ष म॑ जोड़ने से 


प,+पच+प३+प + --०-- ल्श्+ंघा+घा-*ै 
न्न्स्घा 
३ ्ेडी न्‍्ती त' 
अतः १ फछ ३ + .«««« इस शेढी का अनन्‍ कक 


योग रधा के सम दे ! 
३२० 


शिप्पणी-- 
र्‌ २्‌ 


सा: + 7 मेसर>१ नहीं रखा जा सकता 
स बि-२ लि-र मसलर 


फ्योंकि इसले हे मिलता दै जोर |-१ का अर्थ नदी 


दिया गया दे । 


१७.० छेवार+य) का य के आसोही घातों में 
विस्तार करना-- 
चातांक विस्तार से यह ज्ञात है कि 
"३ (स्ट रु 
का <१+ रकेघाऊ + के 
375 हो 
+- छिषाफ): 
यदि इसमें कर १+ य दो तो 
(१+य)२+१+रखेवा१+य) +- छिवाहि+य)]९ 
ह 
+ पं छिह् (शकयो] 


* (२) 
थद्द भाप दोता हे । 

किन्तु र॒ दी सूब अर्दाओं के लिए और -१<: के 

. बी रूव अद -१<य<९ के 

लिए द्विपद्‌ प्रमेय ने यह विस्तार घात छोता दे । 


ड्श्श्‌ 


(१+य)९७१+रय+ र(र- शी) बर 
॥ ०] 


+ संर-0(-२७५५ +......... (9 

सर 

अब (२) और (३) के दक्षिण पक्ष सर्वांग सम दैं। 

र (२-१)य' र (२-१) (र- श)य* 
हक गप रन 





४. शरनी सय+- 


रजत (१+थ)* 
(हर 


र* [छिका (१+य) )7 
सकल 5.0"... 


व १+२र छेवा(१+य)+ 


न 


(४) के दक्षिण पक्ष में र॒का गुणक छेवा(१+थ) दे 
और घाम पक्ष में. ' 


थ 4५ शय' , (-१) (- २)य? 


[३ [है 
(-१) (-२) (- ३)य* 
कील लक माय + 
सर्थात्‌ बे व 5 -प+ यह है। 


डे छठ 
इन गुणकों के समीकरण सर 


झ्श्र 


पु डे यह 
, छेबा (+य)ललय-इू पड पएछ लल 5 


[जहां -१<य<१ 


2 ५ ५ 
यह अ्रढदी छदा अ्रढ्ी कहलाती है । 


२ या या य 
र४.५१ छेब्रारिकय)क्‍्य->श7+क३ एछ् ० ०* 


मय का (-य) में परिवतेन करने से 
शुभ शांत यर 
/ छेंधा (१- य) सज् ल्यन डॉ हा “5 छ 5४४० र> 


प्राप्त होता है । [-१<य<१] 
१४.६ किसी संस्या की छेदा का परिगणन-- 
अनुच्छेद १४७,५ और १४-५१ के अनुसार यदि -१<य<<१ 


दो तो छे (१+य) ल्य- 7 की 2 (0) 


है. छ 
ड़ ६] 
या या या.......(श) 


और छे (१-य) ८ “य- हि 


(१) मे से (२) को घटाने पर 


( [विफई कर «| « «ते 


यठ 
अब याट यो! 


९३१ 


4 


वठन-ट 


० ये स्क डर्साड 
न छे डट व्स्दि हट) 
कद जिस) ४ ४ ] 


मान छो &*ट+१ 
[५ ३+ हे स्तरों 








4 रेट + २ शट+ 
१ 0 ७] 
कब (छुआर) +४7 । 
अब मान छो ८२१, २, ३, 
ह“ छेश्न्र [ई+इ अब + जत्दब+ «] कि | 
5२ _ , है 
र्यू ४ +बकय 





(४७) के दक्षिण पक्ष के पदों फा योग करने से छे २ को 
थर्दा ब्राप्त द्वोती है । 
7. छे २६-६९०३१४७ 
(४) से छे २ की भर्डा प्रात करने पर इसी विधा से 
छे ३-छे २० -४०५४६५ प्रात द्ोता दे [() से 


डे२७ 





“- छे ३ -+ *४०ण०४६०+ *६९०३१४७ 
ज+ १०९८६१२ 

इस प्रकार से घा आघार पर किसी भी राशि की छेदा 
परिशुद्धता के अपेक्षित अंश तक निकाली जा सकती दै। 

१४.७ उदाहरण १०- 

छे (१-५य+ देयः) का “य' के आरोही घार्तो में विस्तार 
करो, और सामान्य पद्‌ जिकालो | 

१-५य +६य* +-(१ - रेय) (१-रश्य) 

“ छे (१-५य+देय*) 5छे(१-रेय) +छे (१-रश्य) 


अब छे (१- इयो + - (रेय)* , (श्य)* 
छे (१- श्य) थक हे कक +६७%-| 


“« छे (१-फय+द्ेयर)-- इश्वि+ (जय): + छ्) 2 | 
न [खि+ लय + ला + «००० ] 


(डिय)न _(स्पोत 
सन न 


थगयं न न 
कल +--> (वि +रे 
ते ( ) 


अब सामान्य पद्‌ पक्धतत ८ 


अब न को १, २, दे--*--+- ये अर्दाए देने पर फमश: 
पहला, दूसरा, तीसरा ---«०*००००-- पद प्राप्त द्ोता हे । 


“ छे ((-पय+द्य')--१- (७)-्ू (के 








य्ग थ 
न न हु). ०००४०६०७ 
व (३५) 
उदाहरण २--- य के आरोही घानों में छे ((-यकय' 
का विस्तार करो ! ड 
(१-य+य९) (१+य) 
अब न_-_ है. 3 की 3/ जे किक: म न 3-2. कल 
बे श्नयक+य हद 
श्क्यर 
श्क्य । 
श्क्याः 3: <५ 
हर] जूक, ध् फंड ध 
छे((-०य+य*)-- छे र्फ्या « 


5 छे(१+य*)-छे(१ कब) 
ब्व्न [ यर----+ + था न 520 च «*« ] 


छठ 
ये यः इ् | 
“+--- कै +-+ “57 हनन 
[ब-इ+इ 
यध _य? या या 
लय कहकर के इन यु 


उदाहरण ३-- . यदि" य*-तय+थर-० के मूछ भ और 
आ दो तो दिखाओ कि 

(अकआ) अआ+आः 

पक बा 2 


या 


छे (१+त्तय +थय*)+-< 


शेर 


अकआख ३ _ 
ण्जु्र ००००० 
क्योंकि अ ओर आ, य"-तय+थ-० के मूल हैँ । 
इसलिए अ+आचत 
आ>आनन्‍नथ 
“ (१+तय+थयर२)८१+(अ+आ) ये 
न॑अ>खा>यर 
र(१+अय) (१+आ >य) 
“« छे (१+तय+थय*) 


>छे [(+अय) (१+आय) | 


>छे (१+अय) + छे (१+ आय) 





“हवन फट 





आगयर आय ] 
न क+-दु+ न ००००० 
यु [झा ख्य नर तय 


५ 


ब्+आार 
ज् (झ् ज जा) य- न्त्त्तक न्‍्यो 


१४.८ चघा की असमयता (70ण0777९75प्राश०॥09) का 


शेर 


डपपादन-- यह सिद्ध किया जायगा किया,नतो पूर्णांक 
हैं ओर न मिन्न । 


जन श्र 
भ) अब घा 55१+१+ -+ +:--+ »«« «० 5०. (१) 
(म) हु [ह7४/ ( 
(१) से यद्द स्पष्ट है कि घा २ से वड़ा है। 

पुनः घा <१+१+++ दर + .. (२) 


क्योंकि पदले तीन समाम पदों के बाद (१) और (२) के 
इक्षिण पक्ष में (२) का अत्येक पद (१) के संचादी पद से बड़ा 
|| 


२ कह, 
» घा <१+१+ ड् कहर न ५०००००१० 
<१+ ---_ 
श१-*ै 
३ 
<१+२ 
“घा <दे पु 
अतः २ < घा <3 
इसलिए घा पूर्णांक नदीं हैं किन्तु उस की अदा २ और हे के 
चीच है 
(आ) मान लो था, मिन्च & 


पूर्णांक दे। 


सम हैं जद्दां 2 और 5 घन- 


शेर८ट 





८१+१+-१+ ७०० +---+---- +... 
[६ [€ दि+१ [दक३ 


५५८ 
दोनों पक्षों का|ड से गुणन करने पर। 


पी !] ० ॥॥ 


दा 


उ टच हित हित से कट के शेले 5 


र्‌ृ 
(६+१)(८+२) 
फ्याके ट प्रथम ८ प्राकृतिक खंप्याओं के गणनफल का 
भतिनिघान करता है इसलिप, ठ|ट-१, , ठ-१५------ 
सथ धन पूर्णाक हैं! 


“१ पूर्णाक नह फ्छे 


4 
जे, (&+१) (<+ २) हे 


किन्तु _- १  ौ+...यह लष्वंद भिन्न है 
 छफर  एछ+१(७+श) ४220 20324 


फ़्योंकि स्पए्ठतः यद्द प्रथम पद से वड़ा है और 


है 
उप ३ 40 हिफहार 7 इस एणोचर 


अ्रंढी के योग से अर्थात्‌ > से छोटा है । किन्तु याम पद्ष 
पूर्णाक ६ । 


हर 


>« पूर्णांक ८ पूर्णाक + छच्वंश भिन्न 

किन्तु यद्द अर्सेगत है। 

अतः यद्द फव्पना कि था भिन्न डे के सम दे, आम्त दै। 
इसलिए घा भिन्न नहीं है। 


केबछ पूर्णांक और मिन्न संमेय दोने हैं। घा इनमे से 
किसी के भी सम नहीं दे इसलिए घा असंमेय है । 


प्रश्षावल्ि २० 


(१) य* तक च (-घार] का य के आरोदी घा्तों में 
विस्तार करो । िनारस १६३० 


य् 5338 
(२) य* तक घाश का य के आरोदी घातों में विस्तार 
करो । $ 


९) मन [घाय - घाथ्य] का य के आरोदी च्ा्तों में 


विस्तार करो जहां दानन ४-ै 
क+खय , (फ+खय)" 


(४) दिखाओ फि 7 + ३ 





इेरे० 


(क+खय)?* हि 
थे (क-+खय) ग 


ल्‍्चु 


श्ेंढी *यी स 
इस अनन्त थ्रेंढी में ये का गुणक ् ह्दे। 
निगपुर शेणरेछ 


हे 
(५) नस के विस्तार में यँ का मुणक निकालो। 


१+क ,१+क+क' ,१+क+कर +क*? 





(६) १+ 





जे हि. 4 
जम, अनन्ती तक इस श्रेढ़ी की अर्डा निकालो | 
[कलकत्ता १८८८ 
दि हि 
(७) दिखाओ कि धा * ्ड्श्श न हु ख् +ः ७ 4:4४ «कक ] 
श्‌ृ १ 
२ न ५ हब दि ८ मर कर 
(८) दिखाओ कि मा न कक - 
क ् हज कु ५ बन 


[कलकचा १९३४ 


इ्इ्३१ 


५ 


(९) [ श्‌ +ह कूल] [ १- हू+ए़्-“] 


को घा के पदों में व्यक्त करो ।._ [कलकत्ता १५३८ 
(१०) इन भ्रेढियों का अनन्ती तक योग निकालो-- 


१+२ १+२+२१ 


(अ) १ + इ /+ 
१+कर+े १+२+३े , १+२+रे+४ 
(आ) १ + हग | 7 कर 
[ ८७ 
(8 पू्‌+ ३ ४ छू. किलकतता श्ट 


(३) १ + १ +ह +३ ४ »«.. [इलादाबाद १९९८ 


है. ०५. ७... ६ 
ड्‌, हा ञा जज जी ली ५«००«*०« 
(0) 8%ह + है रह कह * 
कर आल छुर 
(ऊ) ज कह के ० 2 अमन 
११) छे (१+शेय+श्य*) का य के आरोदी घातों में 
विस्तार करो | 
(१२) छे [य१+ (क+सपोय+फ ख]- २ छेय फा य के अब- 
रोदी घातों में विस्तार फरो। 


डेशेर 


(१३) दिखाओ कि 














हे 5 प 
कि का शा सर -१)१ पबहसर हम, १२)+ + «००५0 ] 
्छे सब - १ सिद्दास १९४० 
(१४७) दिखाओ कि 
प्स ठ-१ , श(ठ5-१ “११५ 
छे पर इठपर 424 नल +-+ 
किछकता १९३२ 
(१७५) दिखाओ कि 
श्‌ श्‌ श्‌ 
स+१ शख + ३ ३ ट्खलक+ शव 
१ ५्‌ १ 
ूज्व- इसन इस 7“ किलफता १९१४ 


(१६) इन ओोढियों का अनन्ती तक योग मिकालो-- 





(म) इफ्इ छफबर बऋरज (िलकत्ता १९१३ 
4 हू क्‌ १ 
(आ) 77३7 र#३ ३४४ ४४५ 


4 १ र्‌ 
(६) (ह ३७३7 ३३८७ ऋछद 7 बहऋदे ७ 





नी ४०००००० 


ड्श्डे 


हम 
(६) द- इऋपव + इग्रयूक न ०» 


(१७) यदि रच्य-३ कछ 47 द्वोतो य को 


र के पदों में व्यक्त करो! 
(१८) सिद्ध करो कि 
छेबा११ 5२ छेवा ७ -छेघ्वारे 


+[() ५ (९) +३ ६) +. -.] 
[इ्ल्मदावाद १९१८ 
(१९५) सिद्ध करो कि 


श्‌ 4 
&5:३४६- 
छे ७-१-  छे २ र्य््र्‌ श्ल्णः ] 
जबकि छेदाएँ १० को आधार मान कर छी गईं हैं. और 
मभाधार १० पर घा की छेदा ठ 
यदि छे २०-३०१०३ और ठ5*४३४२९४ तो छे ७ की 
भर्दा ६दृशमिऊ स्थानों तक निकालो 


इहे3 


पन्द्रहवां अध्याय 


निरचायक 
(१6&8007/ं78&7965) 


१५.१ क,य+ख,र ८० 
और क स्ये+खरर १० 
इन दो समीकारों से यदि य मौर र का निरसन (०!एांगर#क०फ) 
कफैया जाय तो क,खर -क २ख, उ्+० ० *०«*«« (९) 
निरसन फल प्राप्त होगा । 
इसी प्रकार तीन युगपत्त-समीकारों खे 
क,य+ख,र+ग,ल सर ० 
फय+खरकंगरल रू ० 
कय+खर+गउलछ कै ० 
य, र, और छ का मिरसन करने पर 
के ,(स्ल्गऊ >सड्ग,) +ंस,(गरक, “८ ग३क, ) 
+ग, (फरणख३-क$ख,) ₹० *+*०-***(र) 
” यह निरसन फल प्राप्त होगा । 


द्ेरे५ 


* 


(१) और -(२) के बाम पक्ष फ्रमशः हि ख | 


कर. स्व॑३ 
५... |के, ख, या 
ओऔीर फर सा ग३| इन रूपों में लिखे जाते दें। 
क खऊ गऊ 


उपयुक्त फलों को इस विशय रूप में छिखने फी पद्धति 
को _ निशरयायक (4७६४९४आांग्रथ्य) के रूप में व्यक्त फरना 
फद्दते हेँ। 
_ , के, से, ग+) कर खज सा ०० ये अक्षर मिईचायक 
के संघटक (०008960०7/8) फद्दलाते हैं । 


हट सा, गी,। 
के रप< गं। इस मिदयायक में क, ,ख,)ग,) 5 फर से छर्गीस 
के रा गऊ 
आदि संघटकों फो स्नेयाली क्लैतिज 
.__ ० आदि खंघटकों को घारण फरनेवा 
रेखाएं. (0घ207द। ॥7०8) पक्तियां (709०2) कहलाती 
हैं. घोर क,, कर कं ख, राव खक ० आदि को 
धारण करने वाली उद्त्न रेखाएं स्तम्भ (००७००) फद्दलाती 
हैं। इस निर्चायक भें तीन पंक्तियां और तीन स्तम्भ हैं । 
80205 [पल निरचायक में दो पंक्तियां और 
फ, सर 
दो स्तस्म दें। 
अतः यद्द स्पष्ट दै कि किसी भी निइयायक में पंक्तियों 


श्श्द 


इसी प्रकार | 


की संस्था और स्तम्मों की संज्या समान होती है । यह 
सेज्या निश्यायक का यर्ण (ते) नियत फरती है। 
द्वितीय वर्ण के हि 4५८ जे 
अतः द्वितीय वर्ण फे मिद्चायक में दो पक्तियां और दो 
स्तम्भ जोर चार संघटक रहते हैं। 
तृतीय चर्ण फे निशयायक्र भें तीन पंक्तियां, तीच स्तम्स 
और 5 संवट्क रद्दते हैं । सामान्यतः सबे वर्ण के निश्चायक 
में स पंक्तियां, स स्तम्भ ओर स* संघटक रहते हैं। 
सब वर्ण थे निश्चायक का प्रमाप रूप (३६४४तंबत ई077०) 
क, ख, गे, -« प५ | 
क, खर गई --- प&। 


कक ख, ... ... न्‍र 
0 प७| इस प्रकार लिया जायगा। 


कफ खत गा --- पक 
सेघटक क, को अग्न संघटक (॥९४०98 ००7४४४ए७४४) और 
क्,, ख. , ग।, ...... पत्व इन संघटकों को धारण करने चाल 
विकर्ण अम्न बिकण कहसाता है । 

कभी कभो (क,खग३-:----पत्)) सर्व बर्ण के निद्यायक 
का मंतिनिघान करने के लिए प्रयुक्त किया जाता है। 


१५.९ निश्चायकों का विस्तार-- अनुच्छेद १५.१ में 





यद्द कद्दा गया है कि | के नाव का विस्तार 
कप हि 
(दा,ख३ -ख, क, )....-०००-००० (१) 


शे३७ 


क, रा, ग, 
का ख् ग. 
के स्प गई 
क , (ख,य+ - सठग,)- ख, (कफ गक “ फगर) 
+ग, (कर ख3 - फड्स, ) नह 5 कट 3। 
अथवा कं, (स्त, ग३ - ग, स्व७) ५ फ३ (स्प५ग+ ५ गे, सं) 
+फा३(सि,ग३ ८ साख, ) "बहन नह 
इनसे छितीय और ठतीय वर्ण के निशचायर्का के 
विस्तार के लिए ये नियम दिए जा सकते हैं । 
(१) हितीय चर्ण के निरचायक >में अन्न संघटक को 
चिकर्णतः सम्मुख संघटक से ग्रुणा करो और उस गरुणनफल म 
ये शा हि ह+प 4 
प्रथम स्तम्म के दूसर सेंघटक भर विकर्णतः सम्मुख संघटक 
का ग़रुणनफलछ ऋण चिह्न देकर जोदो । 
(२) क,(ख, ग& “ख+ ग.)- ख 
+ग,(क,ख$ - क>ख २) 


अथवा क, (प्वन्‍ग/ “७ ग&)- क, (स्व ,गक : ख3ग,) 
+कर(ख, गए - सव॥ गं।) 


है जोर का विस्तार यह है-- 








(३) 


+(किग|- फयग २ ) 








५ क, ख, ग। मल ला 
यह पद्संदति | क, ख+ गए | इस निशचायक का 
कक रेस गऊ 
विस्तार है। लि 
उपयुक्त पदसंद्वतियां इस प्रकार लिखी जा सकती दे । 
क, | ख, गई | :ख, | कर गए | 7गी, | कई खर | 
कक गई क; ख+ 


सम, गए 
शेशे८ 


अथवा 
के, | ख, गए | “क.,  ख, ग, । +क, | ख, ग, | 
ख ग, | ख गई | जग 
पदिंे भार में निश्चायक का विस्तार प्रथम पंक्ति के 
संघठकों के पदों में है और दूसरे प्रकार में वह प्रथम स्तम्भ 
के संघटकों के पदों में है । 
प्रथम पंक्ति के संघटकों के पदों में मीचे दी हुई रीति से 
विस्तार किया जाता है। यद्दी रीति दूसरे प्रकार के लिए भी 
समानतः उपयुक्त होगी । 
... ऊ$, का गुणक क, को धारण करनेवाली प्रथम पंक्ति 
आर प्रथम स्तम्भ का अपमाजन करने पर बचे हुए द्वितीय दर्णे 





का 
के निश्चायक के सम है । अतः क, का गुणक ' 





ग न्‍.] 
प्रथम पंक्ति के द्वितीय संघटक ख, के गणक की संख्या- 
स्मक अईीा प्रथम पंक्ति ओर द्वितीय स्तम्भ का अपमार्जन 
करन पर बचे हुए द्वितीय वर्ण के निश्चायक के सम दे । 
अतः ण, के गुणक की संख्यात्मक अर्दा का गा | है। 


घथम पंक्ति के तीसरे संघटक ग, के मुणक की संख्यात्मक 
अद्दा प्रथम पंक्ति और ठतीय स्तम्भ का अपमार्जन करने पर 
बचे हुए ट्वितीय चर्ण के निश्चायक के सम द्वै। अतः. ग, 





के गुणक की संख्यात्मक अर्दा न ब्व | द्दै। 


है 33] 


किसी विशेष गुणक फा चिक्न निश्चित करने फे लिए यह 
जियम है। अग्न संघदक से विशप संघटक को स्थिति पंक्ति पर 
अथवा स्तम्म पर अथवा दोनों पर ग्रिनो। उसकी संण्या 
अदुग्म अथवा युग्म द्वोने के अजुसार घन अथवा ऋण चिह्ग लो 
विभिन्न पदों का उनके उपयुक्त च७झह्वालुसार बीज्ीय योग 
करने से दत्त निश्चायक का विस्तार प्राप्त होता है । 
छ घण चक्त 
उदाहरण-- १ ४ ७ 
३२१७ 


इस निश्चायक फा विस्तार 





करो । 
दत्त निश्धायक फा प्रथम स्तम्भ के खंघटकों के पदों में 
विस्तार करने पर 


हे० | ७ ७।| _ ५९२० (३२० | 
७६ ४-१३ ७| +३५ ७ 





७र 
श्छ 
झ्ेश 





७ 
७ 
+७(२८-७) - (१४-२०) +३ (१४-८०) 
बत्रै४७ + ६ + ४२-र४० 

न्न्-छ५ 


१५.३ निश्चायकों फे युण [छ7०एशप्नं९१ ० तृ०ंधाएं- 
स8708]-- निग्यायवों के सर्व साधारण गुण ये हैं। इसका 
उपपादन ठतीय वर्ण फे निश्चायद को लेकराकिया जायया। 


३४० 


क, ख, ग, 
कं, ख. गं 
क ख$ ग३ 


ठतीय बणण फे मिश्चायक का प्रमाप रूप लिया 








जायगा। 


(१) स्तम्मरों का पैक्तियों में और पंक्तियों का स्तम्मों में 
हल करने से निश्चायक की अर्हा अपरिवर्तित रद्दती 
सर्थात्‌ 


क, ख ५ गं। कं, के. के । 
फ., ख गर 5 सं, सं सखऊ 
के स्त३ गक ग, सार गे ! 


दक्षिण पक्ष के निश्चायक का विस्तार प्रधम पंक्ति 
के संघटकों के पदों में करते पर 
ग७-शास्9) - क, (स्व ,ग७ - णगं, स्व ३) 
+॑क३(ख,गस० “ गं, से.) 
भाप्त द्ोता हे। पदों का पुमार्वेन्यास फरने पर 
क, (खरग३ - ख३ग,) - ख, (कश्ग ५ - कउग ) 
+गं(कशस ७ - फ+ख ,) 





अथया ख, ग. क्र गे च्म्र्‌्ख, 
ञझः कट 0 5 | 
थया के, जब. ग३ १ कं गं३। १ कर, स्व 
के, स, ग, 
अथवा |क, स. ग, प्राप्त होता है। 
फ$ सा गह 


अतः स्तम्मों का पेक्तियों से अथवा पेकियों का 
स्तम्भों से परिवतन करने से सिद्यायक अपरियर्तित 
रददवा है । 


इछ१ 


(४) दो अज्॒यामी स्ठम्मों के अथवा पेक्ियों के व्यति- 
हरण (79६०0०8४8४८) से निश्चायक के चिह्न में परिवर्तन 
होता है 

अर्थात्‌ यद सिद्ध करना है कि 

के, सर्व, गा, दब कऋ, ग, ॥॒ 
के. सा गर|--“८|स« फ, गे 
के ख गए. खंड के गठ हु 
... निश्चायकों का विस्तार प्रधम पीक्ति के संघदकों के पदों 
में करने पर 
चाम पक्षक, (सम -खडाय२) - ख, (कर 7 फैंअग,) 
+श, (का खठ +-फक३रा+) 


और दक्षिण पक्ष 
ने “सि, (क,ग७ -क3ग,)-क, (ख्ग३ - ख/गर) 
+ग, (ख क& “7 रेफर |] 
नर “सं, (क, गछ 5 कआग२) + के, (खं, गड - ख+गर 
-ग, (ख, कक < खफ) 
कक, (ख ग,-ख3ग.)-ख, (कगक - क/ग+ 
+ग, (खडफ, ““ फडख ०) 
झतः दक्षिण पक्ष चाम पक्ष फे सम है । 

(३) यदि किसी निईचायक की दो पंक्तियां अथवा दो 
स्तम्म सर्वांगसम हों तो निश्चायक छुप्त हो जाता दे । 
(अर्थात्‌ निशचायक की अर्हा शूम्य के सम हो जाती है) 

[कफ घा, ग, 
दि क, ग,|.. इस निदयायक पर जिसमें दो 


३ फ3 रा 


३७४२ 


बिक 


स्तस्भ सर्वोगसम हैं विचार करो। 


यदि भथम और ट्वितीय स्तम्भों का व्यतिहरण किया 
जाय तो निश्चायक के रूप में परिवर्तन नहीं होता। अतः 
उसकी अदा चही रहती है। किन्तु गुण (२) के अतुसार 
पेश्चायक के चिह्न में परिवर्तन होता है। 


के, कफ, ग, कर, क, ग, 
क. फ., श२-|क, क. ग, 
के क३ राक। के ऋ 3 गए 
के, क, ग, 
के के. गार 
कर कफ गई 


अतः 











च्च्छ 


अर्थात्‌ २ 








के, क, गं, 
कि क,्‌ गई 
कि कफ गई 

(४) यदि किसी निश्चायक में किसी स्तम्भ के अथवा 
किसी पंक्ति के प्रत्येक्त संघटक का प से गुणन किया जाय तो 
दत्त निश्चायक प से गणित दोता है। 


अथवा 


च्प्छ 














के स्व गक ७ कु कर 
के के, ग,! इस निदचायक म प्रथम स्तम्भ के 
कि ख गई | 
है. . कप 
प्रय्ेफ सेघटक का प से गुणन करने पर 
पक, ख4 या, 
निश्चायक पक, खत. ग.। शाप्त होता दे। 
परक्र+ ख+ गा 


हेछ३ 


अब इस निशयायक का प्रथम स्तम्भ के संघदकों के पदों 
में विस्तार करने पर 

पक, रब, गे, 

पक, ख ग. 

पक खड गई 


पा गा. 
सब, गांड 


खि, ग। 
ग्ब, गड 


हल ।खर गई | _क, ख ग, | + कण, गई ] 
पक, ख 3 ग३।  |ख 3 ग७। | “| ख, गई 


| न पकर्जज गा | 





ल्पक, -पक, 


[के ख, ग, 
जप [कर ख, ग३ 
कर; ख| गड 
... डपप्रमेय २-- यदि किसी निद्चायक में किसी स्तम्भ 
के अथवा किसी पंक्ति के सघदफ क्रमश: दूसरे स्तम्भ फे अथवा 
दूसरी पेस्ति के संघटकू के पग॒ना हाँ तो निद्चायक 
लुप्त द्ोता है। 
पहले गुण (७) का ओर किर (३) का प्रयोग फरने से 
६ स्पष्ट होगा । 
... उप प्रमंय २-- यदि किसी निदयायक में किसी स्तम्भ 
के अथवा किसी पेक्‍्ति के खब संघटकों के चिह्र परिवर्तित 
किए जाये तो निइचायक का चिटद्ध परिवांतत द्ोता है फ्योंकि 
यद्द दर निश्चायक को -१ से शुणा करने के समान दै। 
(५) यादि किसी भी पंक्ति का अथवा किसी भी स्तम्भ का 





रे४छ 


मत्येक्र संघटक दो अथदा दो से अधिक राशियों का योग हो 
तो निश्चायक दो अथवा दो से अधिक निश्चायकों के योग 
से व्यक्त किया जा सकता है। 

फश+ंअ, खा, ग, 

तीधपअ, ख, ग.|इस निइचायक पर विचार करो। 

कं जम ख गई 


इसका प्रथम स्तम्भ के सघटकों के पदों में विस्तार करने 
पर निश्चायक 
व अ.) |खर गर _ ख, ग, 
कक, +थ)) |ख गो “(कर + ब,) | 


। ग 
+(क३+अ ३ ) शँः रे 





9 गई 
न्फ, | फि+ गर -क्‌, सेंड गं। ख, ग, 
के, गज | ९ ख गई कक ख., गई. 





ख, ग. ख, ग. 

मो जब गा। “मास सम लि गा) 

के ख, ग ५ ख, ग. 

कई खेर ग३+अ> से गे 
फि३ खा गई. अ& ख ग३ 

(|) यदि किसी निश्चायक में किसी पक्ित अथवा 

म्भ के संघटक ऋमशः विभिन्न अचलों से गुणित अन्य 

पंकियों भबवा स्तम्भों के खंबादो संघटकों के चीजीय योग के 
सम हों तो निश्चायक शन्‍्य के सम होता है। 

शक +नग, सं, गा, 

( ले8 कफ नग, खर गई इस निशचायक पर विचार 

मिस, +नगऊ सक गई 


बे 


ह:528| 


करो । इसमें प्रथम स्तम्म के संधदझ भपेक्षित प्रतियंध 
का पालन करत द। 
यह निश्चायक 
मिख। रा। ग,। नंगे, ख, | (७) से 
नमन, प्य, गन नंग& खर गे, 5 
माय; रख गा! नंगा; स्य३ गा) 
घ्, ख, गं, गे, छा, गं, 5 
स्न्मस्प, रा गए ने गर स्यश सं (2 से 
ख ख| गए. गा| प्प. रा 
नन्श्न्य न द्स्य 
ब्ण्क 
(७) यदि किसी पंक्ति अथवा स्तस्म के संघटकों में, कं 
है सिल्क घटकों 
पंक्तियों अथवा स्तम्मों के संवादी संघटकों को अचल गरुण%' 
से गुणा फरने पर जोड़ा जाय तो निदयायक की अदा अपरि- 


(श)से 


चर्तित रदती ६। + 
कि, खव, ग, 
कर ख गर। इस निशयायक पर विचार करो | 
कक एा३ गं; 





अथम स्तम्म के सेघटफों मे मे "गुना छितीय स्तम्म हे 
संयादी संघटक भौर न “गुना दठतीय स्तम्भ के संधादी 
संघटक जोड़ने से यद्द निश्चायक प्राप्त द्ोता दे । 
कि, +मख, +नग, खा, ण 
फिर न-मख, +नग, खा रा 
कि + मख+ + नये ख गए 


रेधद 


यह निशचायक तीन निश्चायकों क योग से व्यक्त किया 
जा सफता है । अतः यह निरचायक 


कि ख, ग स, स, ग, ग, ख, ग, | ._ 
कि, ख, गं, | + मख, स्त, गं,+नग+ ख., ग. | के 
कि खा गं३ ख ख ग गई सा गई 











सम है । अन्त के दो निशचायक छुप हो जाते है। अतः 
मिश्चायक की अदा अपरिवर्तित रद्दतों है। 

उदाहरण १-- दिखाओ कि निशयायक्ू (| ग+क खा १ 
ककख गा १ 





खकंग क १ | 


छुप्त होता है । 
प्रथम स्तम्भ के संघटकों में द्वितीय स्तम्भ के खंबादी 
संघटक जोड़ने से 
ककन्खनकग क १ 
क+खकंग ख १ 
८4४ क+खकंग ग १ 
प्रथम स्तम्भ के सेघटकों में से समापव्त कर (क +ख+श) 


री श्क्श 
मिकाल देने से (क+खकग) १ खत १ 


श्बणरे 


निरचायक << 








यह निरचा- 





| 
यक प्राप्त दोता हे । हि र 
इस निइचायक में दो स्तम्भ सर्वांगसम दोने से यह 
छुप्त होता है । इसलिए दत्त निदचायक छुप्त होता है। 


उदाहरण रे--- [संग झ का शक की, 
गरू खत रत, ज्ड है खरे खरे| 
छख शगि गा श गर र३ 


हेड 


इस पऐकात्म्य को सिद्ध करो ! 
की. ५. ० 2» 
बाम पक्ष के निइदायक का नि से अभिधान करने एर 
खग कफ क* 


हू गक स ख९ 
कख गे ग*े। 


_ प्रथम पंक्ति का क से द्वितीय का ख से और दतीय वा 
ग से गुणन फरने पर 





फ्सग कसा करे 
कखग स्तः से 
कसंग गा गई 

अथम स्तम्भ के संघटकों में से समापवर्तक क्खग 
निकाल देने पर 


क्खगलि हू 








१ का फेरे 

१ खत सगे 

4 गः गा? 
४ १ कर फ 
अर्थात्निन [ह स' सर 
१ गा ग।। 

| को बट 


कम्बग मि * कराग 








राग क को 
गफ ख स्व! 
कण गे गा 
शै श्र 

के सग 

कि स्त गे 
अथम स्तम्भ में से द्वितीय को और द्वितीय में से दतीय 


है ख' ख]। 
है था गेी)। 








उदादरण ३-- की अर्द्दा मिकालो। 








इछ८ 


0० ७ 
को घटाने पर क-ख खनन्‍ग गे प्राप्त द्वोता है। 
कि ->ख् खर-शगग गे 
प्रथम स्तस्म में सर (क-ख) और छितीय में से (ख-य) 
समापवर्तक निकाल देने पर 
[० ० ५ 
(क- ख) (स-थ) [१ श्‌ ग । प्राप्त होता है। 
[|र+णा ख+ग गा 
इस निश्चयायक का विस्तार प्रथम पंक्ति के संघटकों 
पदों में करने पर 
(क-ख) (ख-थ) [ख+ग-क-सख] 
अर्थात्‌ (क-ख) (ख-ग) (ग-क) भाप्त होता है 








0 
अतः |क ख॑ ग | +(क-ख) (ख-ग)(ग-क) 
का स्व गा 


१५.५. उपनिश्चयाक और सदग्रणक (708 छाते 
00-298०॥078) 
के, ख, गा, | 
- कफ ख३ गर | इस निशचायक पर विचार करो। 
कई खत गा 
” खेघठक फ, प्रथम पेक्ति और प्रथम स्तम्भ मे है। 
प्रथम पंक्ति और प्रथम स्तनन्‍्म [जिनमे क, है] फो 
इटाने पर जो निशचचायक रद्द जाता है चह क, का डप- 





३४९ 


निदचायक कद्दलाता है। यदि मूठ निशचायक का नि से 
अभिधान क्षिया जाय तो क, के उपनिदइचायक 'का निर से 
अभिधान किया सायगा | इसी प्रफार ख, और ग., संघटकों 
के उपनिश्चायकों फा ऋमशः मिश्र,, निग, से अमिधान 
दोगा। अतः दत्त निश्वायक का प्रथम पाक के संघटकों के 
पदों में अभिन्‍्यक्त विफास यह होगा-- 
निल्‍फ, निक4 7ख, निःए, +ग,निंग,, अथवा यदि 
विस्तार प्रथम स्तम्भ के संघटकों के पढों में किया जाय तो 
नि*क,नि+, - क,निस+ + के निय 3 
उपयुक्त बिस्तारों में घन और ऋण चिट्नों की उपस्थिति 
पदसंदहति फे श्रयोग को कठिन बनाती है. । अतः थिद्वित 
उपनिशचायक अथवा सहम्रुणकों के प्रयोग से इस को सरल 
अनाया जा सकता है। 
किसी निदचायक में किसी संघटक का सहमुणक समु- 
जित चिद्द सद्दित लिए गए उसीके उपानिदइचायक के सम 
दोता है । किसी सघटक के सदगणक का इस के दीथे 
अक्षर से अभिधान किया जाता हैं। उदाइरणा्थ फ खे, 
गे, फे सहगुणकों का ऋमदाः का,, खा,, गा, से अभिघान 
ट्ोगा। हे 
सद्दगुणक सखंकेतना के प्रयोग से निदचायक के विस्तार मं 
सब पदों के चित्र एक ही रहते हैँ। इस संकेतना की 
प्रयोग करने पर निश्चायक नि का यह विकास होगा- 
निल्‍तक,का, +ख,खा,+ग,गा, 
अथवा निल्‍ूक,फा, +कहका३ +फडकाड 


इ्ष० 


क्योंकि सहमृुणक केवल उपयुक्त चिह्न लगाया हुआ 
उपनिश्चायक होता द्वे इसलिए संबादी उपनिश्चायक 
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डपनिश्यायक मिस्त> दे । क्योंकि अग्न संघटक से गिने 
जाने पर स$ युग्म स्थिति पर है इसलिए 

खाक 5 - निसत 
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इन निश्चायकों की अहरएं निकाको-- 
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